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এই হয্ান্ডআউটিট কােদর জনয্?
মডুলার অয্ািরথেমিটেকর এেকবাের মূল েথেক শুরু কের অিলিম্পয়াড স্তেরর সমসয্া সমাধান করা।
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1 িভিত্তপৰ্স্তর: ভােগর িনয়ম েথেক কনগৰ্ুেয়ন্স

1.1 িবভাজয্তা এবং ইউিক্লডীয় ভাগ অয্ালগিরদম

গিণেতর সবেচেয় েমৗিলক ধারণাগুিলর মেধয্ একিট হেলা িবভাজয্তা। চেলা আমরা একদম শুরু েথেক শুরু কির।

সংজ্ঞা 1.1 (িবভাজয্তা). ধেরা a, b ∈ Z এবং b ̸= 0। আমরা বিল b সংখয্ািট a-েক িবভাজয্ কের (অথবা
b | a পড়া হয় ``b divides a'') যিদ এমন েকােনা পূণর্সংখয্া k থােক েযন a = kb।

উদাহরণসব্রূপ: 3 | 12 কারণ 12 = 4 · 3। িকন্তু 5 ∤ 13 কারণ 13 = 2 · 5 + 3 এবং ভাগেশষ 3 ̸= 0।

উপপাদয্ ১.১ — ইউিক্লডীয় ভাগ অয্ালগিরদম (Euclidean Division Algorithm)

েযেকােনা দুিট পূণর্সংখয্া a এবং b > 0-এর জনয্, অননয্ভােব িনধর্ািরত পূণর্সংখয্া q (ভাগফল) এবং r

(ভাগেশষ) িবদয্মান েযন:
a = qb+ r, 0 ≤ r < b

পৰ্মাণ:
অিস্ততব্: েসটিট িবেবচনা কেরা S = {a− kb : k ∈ Z, a− kb ≥ 0}। b > 0 হওয়ায়, k-এর পযর্াপ্ত
ঋণাত্মক মান িনেল a − kb > 0 পাওয়া যায়, তাই S অশূনয্। Well-ordering principle অনুযায়ী
S-এর একিট সবর্িনম্ন উপাদান আেছ; েসিটেক r = a− qb বিল।
দািব: r < b। ধেরা r ≥ b। তাহেল r− b = a− (q+1)b ≥ 0, অথর্াৎ r− b ∈ S এবং r− b < r।
এিট r-এর সবর্িনম্নতার িবেরািধতা কের। সুতরাং r < b।
অননয্তা: ধেরা a = q1b+ r1 = q2b+ r2 েযখােন 0 ≤ r1, r2 < b। তাহেল (q1− q2)b = r2− r1।
িকন্তু |r2 − r1| < b, তাই b | (r2 − r1) তখনই সম্ভব যখন r1 = r2, এবং তখন q1 = q2। □

1.2 কনগৰ্ুেয়ন্স সম্পকর্

সংজ্ঞা 1.2 (কনগৰ্ুেয়ন্স). ধনাত্মক পূণর্সংখয্া n এবং পূণর্সংখয্া a, b-এর জনয্ আমরা বিল a এবং b হেলা n
modulo-েত কনগৰ্ুেয়ন্ট এবং িলিখ:

a ≡ b (mod n) ⇐⇒ n | (a− b)

n-েক বলা হয় modulus।

উদাহরণ: 17 ≡ 5 (mod 6) কারণ 6 | (17 − 5) = 12। আবার −3 ≡ 9 (mod 12) কারণ
12 | (−3− 9) = −12।
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উপপাদয্ ১.২ — কনগৰ্ুেয়ন্স একিট সমতুলয্ সম্পকর্ (Equivalence Relation)

(mod n) কনগৰ্ুেয়ন্স সম্পকর্িট Z-এ একিট equivalence relation। অথর্াৎ এিট িনেচর িতনিট গুণ
মােন:
(i) পৰ্িতফলনশীলতা (Reflexivity): সবসময় a ≡ a (mod n)।
পৰ্মাণ: n | (a− a) = 0. েযেকােনা সংখয্া 0-েক িবভাজয্ কের। ✓
(ii) পৰ্িতসমতা (Symmetry): যিদ a ≡ b (mod n) হয় তাহেল b ≡ a (mod n)।
পৰ্মাণ: a ≡ b (mod n) মােন n | (a − b)। তাহেল n | (−(a − b)) = (b − a), অথর্াৎ b ≡ a

(mod n)। ✓
(iii) সংকৰ্ািন্তশীলতা (Transitivity): যিদ a ≡ b এবং b ≡ c (mod n) হয়, তাহেল a ≡ c

(mod n)।
পৰ্মাণ: n | (a− b) এবং n | (b− c)। তাহেল n |

[
(a− b) + (b− c)

]
= (a− c)। ✓

অতএব (mod n) একিট সমূ্পণর্ equivalence relation। এিট Z-েক nিট equivalence class-এ
ভাগ কের: [0], [1], [2], . . . , [n− 1]। এই class-গুেলার সংগৰ্হেক বলা হয় Zn বা Z/nZ।

1.3 ঘিড়র অয্ািরথেমিটক: Zn চাকু্ষষভােব

মডুলার অয্ািরথেমিটক েবাঝার সবেচেয় সহজ উপায় হেলা ঘিড় কল্পনা করা। ১২ ঘণ্টার ঘিড়েত, ঘণ্টার কাঁটা
12-এর পের আবার 1-এ েফের, িঠক েযমন Z12-েত 12 ≡ 0।
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ঘিড়-অয্ািরথেমিটক

লাল সংখয্াগুেলা ঋণাত্মক সমতুলয্: েযমন −1 ≡ 11 (mod 12)
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1.4 মডুলার অপােরশনসমূহ

উপপাদয্ ১.৩ — মডুলার অয্ািরথেমিটেকর মূল ধমর্

যিদ a ≡ b (mod n) এবং c ≡ d (mod n) হয়, তাহেল:

a+ c ≡ b+ d (mod n) (1)

a− c ≡ b− d (mod n) (2)

a · c ≡ b · d (mod n) (3)

ak ≡ bk (mod n) েযেকােনা ধনাত্মক পূণর্সংখয্া k-এর জনয্ (4)

গুণফেলর পৰ্মাণ (বািকগুেলা অনুরূপ):
a = b+ sn এবং c = d+ tn েলখা যায় িকছু পূণর্সংখয্া s, t-এর জনয্। তাহেল:

ac = (b+ sn)(d+ tn) = bd+ btn+ sdn+ stn2 = bd+ n(bt+ sd+ stn)

সুতরাং n | (ac− bd), অথর্াৎ ac ≡ bd (mod n)। □

েকৗশল: বড় ঘাত গণনা কেরা দৰ্ুত
তুিম িক কখেনা েভেবছ 2100 (mod 7) কত? সরাসির গণনা অসাধয্, িকন্তু pattern েদেখা:

21 ≡ 2, 22 ≡ 4, 23 ≡ 1 (mod 7)

ঘুের আেস! 100 = 33 ·3+1 হওয়ায়, 2100 = (23)33 ·21 ≡ 133 ·2 = 2 (mod 7)। এই ধারণািটই
পের ``order''-এর তেত্তব্ রূপ েনেব।

1.5 মডুলার িবভাজন এবং মডুলার ইনভাসর্

েযাগ, িবেয়াগ, গুণ সব িঠকঠাক কাজ কের, িকন্তু ভাগ? সতকর্ থাকেত হেব!

সাধারণ ভুল: অিবেবচনায় ভাগ করা

6 ≡ 10 (mod 4), এবং উভয় িদক 2 িদেয় ভাগ করেল পাই 3 ≡ 5 (mod 4)। িকন্তু 3− 5 = −2,
এবং 4 ∤ −2! ভাগিট ভুল! সিঠক উত্তর হওয়া উিচৎ 3 ≡ 5 (mod 2) (modulus 4/ gcd(2, 4) = 2

দব্ারা ভাগ হয়)।
িনয়ম: ac ≡ bc (mod n) হেল a ≡ b (mod n/ gcd(c, n)) — modulus-ও েছাট হয়!

সংজ্ঞা 1.3 (মডুলার ইনভাসর্). a এবং n সহেমৗিলক হেল (gcd(a, n) = 1), সংখয্া x েযন ax ≡ 1

(mod n), তােক a-এর মডুলার ইনভাসর্ বলা হয় এবং a−1 (mod n) িদেয় পৰ্কাশ করা হয়।
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উপপাদয্ ১.৪ — মডুলার ইনভােসর্র অিস্ততব্

ax ≡ 1 (mod n)-এর সমাধান িবদয্মান তখন এবং েকবল তখন যখন gcd(a, n) = 1।
পৰ্মাণ:
B�zout's identity অনুযায়ী, gcd(a, n) = 1 তখন এবং েকবল তখন যখন পূণর্সংখয্া x, y িবদয্মান
েযন ax+ny = 1। এিট েবাঝায় ax− 1 = −ny, অথর্াৎ n | (ax− 1), তাই ax ≡ 1 (mod n)।
উেল্টাটাও সতয্: যিদ ax ≡ 1 (mod n) হয়, তাহেল ax + ny = 1 েকােনা y-এর জনয্, সুতরাং
gcd(a, n) | 1, মােন gcd(a, n) = 1। □
Extended Euclidean Algorithm িদেয় ইনভাসর্ েবর করা:
17−1 (mod 26) েবর করেত চাই। Extended Euclidean algorithm চালাই:

26 = 1 · 17 + 9

17 = 1 · 9 + 8

9 = 1 · 8 + 1

8 = 8 · 1

িপছন েথেক: 1 = 9−1 ·8 = 9−1 ·(17−9) = 2 ·9−17 = 2(26−17)−17 = 2 ·26−3 ·17।
সুতরাং 17 · (−3) ≡ 1 (mod 26), এবং −3 ≡ 23 (mod 26)। তাই 17−1 ≡ 23 (mod 26)।
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2 ধৰ্ুপদী উপপাদয্সমূহ ও তােদর অন্তিনর্িহত শিক্ত

2.1 ৈরিখক কনগৰ্ুেয়ন্স

উপপাদয্ ২.১ — ৈরিখক কনগৰ্ুেয়েন্সর সমাধান
ax ≡ b (mod n)-এর সমাধান িবদয্মান তখন এবং েকবল তখন যখন d = gcd(a, n) | b। সমাধান
থাকেল িঠক dিট অসম সমাধান থােক (mod n)।
পৰ্মাণ:
ax ≡ b (mod n) মােন ax+ny = b েকােনা পূণর্সংখয্া y-এর জনয্। B�zout অনুযায়ী এর সমাধান
আেছ iff d | b (কারণ ax+ ny-এর সব সম্ভাবয্ মান d-এর গুিণতক)।
যিদ d | b হয়, সমীকরণিটেক a

d
x ≡ b

d
(mod n

d
) আকাের িলখেত পাির। এখন gcd

(
a
d
, n
d

)
= 1,

সুতরাং অননয্ সমাধান আেছ (mod n/d)। এিট (mod n)-এ িঠক dিট সমাধান েদয়। □

উদাহরণ 2.1. 15x ≡ 9 (mod 21) সমাধান কেরা।

d = gcd(15, 21) = 3। েযেহতু 3 | 9, সমাধান আেছ। ভাগ কের: 5x ≡ 3 (mod 7)। 5−1 (mod 7)

েবর কির: 5 · 3 = 15 = 2 · 7 + 1, তাই 5−1 ≡ 3 (mod 7)। সুতরাং x ≡ 3 · 3 = 9 ≡ 2 (mod 7)।
সমূ্পণর্ সমাধান: x ≡ 2, 9, 16 (mod 21)।

2.2 চীনা Remainder Theorem!! (CRT)

কল্পনা কেরা তুিম একিট সংখয্া খুঁজছ েযটা 3 ভাগ করেল ভাগেশষ 2, 5 ভাগ করেল ভাগেশষ 3, এবং 7 ভাগ
করেল ভাগেশষ 2 েদয়। CRT বেল এই সমসয্ার সমাধান আেছ এবং কীভােব খঁুজেব তাও বেল!
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উপপাদয্ ২.২ — Chinese Remainder Theorem
ধেরা n1, n2, . . . , nk পরস্পর সহেমৗিলক (pairwise coprime), অথর্াৎ i ̸= j হেল gcd(ni, nj) =

1। তাহেল েযেকােনা a1, a2, . . . , ak-এর জনয্ সমীকরণ িসেস্টম:

x ≡ a1 (mod n1), x ≡ a2 (mod n2), . . . , x ≡ ak (mod nk)

এর (mod N) েত একিট অননয্ সমাধান আেছ, েযখােন N = n1n2 · · ·nk।
িনমর্াণ:
Ni = N/ni ধেরা। েযেহতু ni-গুেলা pairwise coprime, gcd(Ni, ni) = 1। তাই Mi ≡ N−1

i

(mod ni) িবদয্মান। সমাধান হেলা:

x ≡
k∑

i=1

aiNiMi (mod N)

পৰ্মাণ েয এিট কাজ কের:
j-তম সমীকরেণর জনয্: j ̸= i হেল nj | Ni, তাই aiNiMi ≡ 0 (mod nj)। শুধু i = j পদিট
থােক: ajNjMj ≡ aj · 1 = aj (mod nj)। ✓
অননয্তার পৰ্মাণ:
ধেরা x এবং x′ উভয়ই সমাধান। তাহেল পৰ্িত i-এর জনয্ ni | (x − x′)। ni-গুেলা pairwise
coprime হওয়ায় N | (x− x′), অথর্াৎ x ≡ x′ (mod N)। □

0

10

5

6

1

11

12

7

2

3

13

8

9

4

14

0 1 2 3 4

0

1

2

(mod 5) ভাগেশষ

(m
od

3)
ভা
গে

শষ

Z15
∼= Z3 × Z5: CRT-এর িচতৰ্

েসানািল ঘর: 7 ≡ 1 (mod 3), 7 ≡ 2 (mod 5)

উদাহরণ 2.2 (CRT বয্বহার). সমাধান কেরা: x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 3 (mod 5), x ≡ 2 (mod 7)।

N = 105। N1 = 35, N2 = 21, N3 = 15। 35−1 (mod 3): 35 ≡ 2, 2−1 ≡ 2 (mod 3)। তাই
M1 = 2। 21−1 (mod 5): 21 ≡ 1, 1−1 ≡ 1 (mod 5)। তাই M2 = 1। 15−1 (mod 7): 15 ≡ 1,
1−1 ≡ 1 (mod 7)। তাই M3 = 1।

x ≡ 2 · 35 · 2+ 3 · 21 · 1+ 2 · 15 · 1 = 140+ 63+ 30 = 233 ≡ 233− 2 · 105 = 23 (mod 105)

উত্তর: x ≡ 23 (mod 105)।
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2.3 Fermat's Little Theorem

উপপাদয্ ২.৩ — Fermat's Little Theorem
p েমৗিলক এবং p ∤ a হেল ap−1 ≡ 1 (mod p)। অনয্ভােব, েযেকােনা পূণর্সংখয্া a-এর জনয্ ap ≡ a

(mod p)।
পৰ্মাণ ১ (গুেণর গৰ্ুপ পদ্ধিত):
p ∤ a হেল a, 2a, 3a, . . . , (p−1)a সংখয্াগুেলা (mod p)-েত সব আলাদা এবং {1, 2, . . . , p−1}-
এর একিট permutation। অতএব:

a · 2a · 3a · · · (p− 1)a ≡ 1 · 2 · 3 · · · (p− 1) (mod p)

ap−1 · (p− 1)! ≡ (p− 1)! (mod p)

(p− 1)! এবং p সহেমৗিলক হওয়ায় উভয় িদক (p− 1)! িদেয় ভাগ করা যায়: ap−1 ≡ 1 (mod p)।
□
পৰ্মাণ ২ (Combinatorial — েনকেলস গণনা):
p রেঙর পুঁিত িদেয় p-পঁুিতর েনকেলস ৈতিরর সংখয্া গণনা কেরা। েমাট arrangements pp। Rotation-
equivalent arrangements বাদ িদেল p | (pp − p ·

(monochromatic
1

)
) পাওয়া যায়। এিট ap ≡ a

(mod p) েদয় সব a-এর জনয্।

FLT-এর েকৗশলগত বয্বহার
a2023 (mod 23) কত? p = 23 েমৗিলক, তাই a22 ≡ 1 (mod 23)। এখন 2023 = 22 ·91+21।
তাই a2023 ≡ a21 (mod 23)। আেরা: a21 = a22/a ≡ 1/a ≡ a−1 (mod 23)!
সাধারণ েকৗশল: ak (mod p) গণনায় k-েক p− 1 িদেয় ভাগ কেরা (যখন gcd(a, p) = 1)।

2.4 অয়লােরর েটািটেয়ন্ট ফাংশন এবং অয়লােরর উপপাদয্

সংজ্ঞা 2.1 (অয়লােরর েটািটেয়ন্ট ফাংশন). ϕ(n) িদেয় 1 েথেক n পযর্ন্ত সংখয্াগুেলার মেধয্ n-এর সােথ
সহেমৗিলক সংখয্ার সংখয্া েবাঝায়।

ϕ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
উদাহরণ: ϕ(12) = 12 · (1− 1/2) · (1− 1/3) = 4। সিতয্ই {1, 5, 7, 11} এই চারিট সংখয্া 12-এর সােথ
সহেমৗিলক।
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উপপাদয্ ২.৪ — ϕ-এর গুণাত্মক ধমর্
gcd(m,n) = 1 হেল ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)।
পৰ্মাণ (CRT িদেয়): CRT বেল Zmn

∼= Zm × Zn (েযেহতু gcd(m,n) = 1)। এই isomorphism
ইউিনট (সহেমৗিলক উপাদান) সংরক্ষণ কের। Zmn-এ ইউিনেটর সংখয্া ϕ(mn) এবং Zm × Zn-এ
ইউিনেটর সংখয্া ϕ(m)ϕ(n)। □
েমৗিলক ঘােতর জনয্ সূতৰ্: ϕ(pk) = pk − pk−1 = pk−1(p− 1)�

উপপাদয্ ২.৫ — অয়লােরর উপপাদয্
gcd(a, n) = 1 হেল aϕ(n) ≡ 1 (mod n)।
পৰ্মাণ: {r1, r2, . . . , rϕ(n)} েহাক n-এর সােথ সহেমৗিলক অবিশষ্টাংেশর reduced residue system।
তাহেল {ar1, ar2, . . . , arϕ(n)}ও একই set (mod n) (কারণ gcd(a, n) = 1)। গুণ কের:

aϕ(n) · r1r2 · · · rϕ(n) ≡ r1r2 · · · rϕ(n) (mod n)

উভয় িদক েথেক r1r2 · · · rϕ(n) বাদ িদেল aϕ(n) ≡ 1 (mod n) পাই। □

ৈবিশষ্টয্ Zp (েমৗিলক modulus) Zn (েযৗিগক modulus)

সব nonzero উপাদােনর ইনভাসর্? হয্াঁ (সবসময়) শুধু সহেমৗিলকেদর
FLT/Euler পৰ্েযাজয্? ap−1 ≡ 1 aϕ(n) ≡ 1 (যিদ সহেমৗিলক হয়)
Primitive root আেছ? সবসময় হয্াঁ শুধু িবেশষ n-এর জনয্
Z∗

n-এর গঠন cyclic (∼= Zp−1) জিটল, CRT িদেয় ভাঙা যায়
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3 অয্ালেজবৰ্াইক স্টৰ্াকচার: অডর্ার এবং িপৰ্িমিটভ রুট

3.1 মডুলার অডর্ার

সংজ্ঞা 3.1 (উপাদােনর অডর্ার). gcd(a, n) = 1 হেল a-এর n modulo-েত অডর্ার হেলা সবর্িনম্ন ধনাত্মক
পূণর্সংখয্া d েযন ad ≡ 1 (mod n)। এিট ordn(a) িদেয় পৰ্কাশ করা হয়।

উপপাদয্ ৩.১ — অডর্ােরর মূল ধমর্াবিল

যিদ ak ≡ 1 (mod n) হয়, তাহেল ordn(a) | k। িবেশষত, ordn(a) | ϕ(n)।
পৰ্মাণ: d = ordn(a) ধেরা। Euclidean algorithm দব্ারা k = qd+ r েলখা যায় েযখােন 0 ≤ r <

d। তাহেল:
ak = aqd+r = (ad)q · ar ≡ 1q · ar = ar (mod n)

ak ≡ 1 হওয়ায় ar ≡ 1 (mod n)। িকন্তু r < d এবং d হেলা সবর্িনম্ন, তাই r = 0। সুতরাং d | k।
Euler উপপাদয্ েথেক aϕ(n) ≡ 1, তাই d | ϕ(n)। □

উপপাদয্ ৩.২ — অডর্ােরর একিট সুন্দর সূতৰ্

ordn(a
k) =

ordn(a)

gcd(k, ordn(a))

পৰ্মাণ: d = ordn(a) এবং g = gcd(k, d) ধেরা। (ak)d/g = akd/g = (ad)k/g ≡ 1। এবং
(ak)m ≡ 1 মােন d | km, অথর্াৎ d

g
| m। সুতরাং ordn(ak) = d/g। □

3.2 িপৰ্িমিটভ রুট (Primitive Root)

সংজ্ঞা 3.2 (িপৰ্িমিটভ রুট). g-েক n modulo-েত primitive root বলা হয় যিদ ordn(g) = ϕ(n), অথর্াৎ
g-এর ঘাতগুেলা {1, 2, . . . , n− 1}-এ n-এর সােথ সহেমৗিলক সব উপাদানেক produce কের।

উপপাদয্ ৩.৩ — Z∗
p-এর চািকৰ্ক গঠন

পৰ্িতিট েমৗিলক p-এর জনয্ Z∗
p cyclic গৰ্ুপ, অথর্াৎ primitive root িবদয্মান।

পৰ্মােণর সারাংশ: Z∗
p-এ d | (p−1)-এর জনয্, সমীকরণ xd ≡ 1 (mod p)-এর সেবর্াচ্চ dিট সমাধান

আেছ (কারণ এিট Fp-েত degree-d polynomial)। এর মােন, order-d উপাদােনর সংখয্া ≤ ϕ(d)।
েমাট গণনা করেল:

∑
d|(p−1)(order-d উপাদানসংখয্া) = p − 1 =

∑
d|(p−1) ϕ(d)। পৰ্িত d-এর

জনয্ সংখয্ািট িঠক ϕ(d), িবেশষত d = p− 1-এর জনয্ ϕ(p− 1) ≥ 1 — primitive root আেছ।
□
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Discrete Logarithm
g primitive root (mod p) হেল, েযেকােনা a ̸≡ 0 (mod p)-এর জনয্ অননয্ k ∈
{0, 1, . . . , p − 2} আেছ েযন gk ≡ a (mod p)। এই k-েক a-এর discrete logarithm বেল,
logg a েলখা হয়।
Discrete logarithm গণনা করা কিঠন — এিটই cryptography (েযমন Diffie-Hellman, DSA)
এর িনরাপত্তার িভিত্ত!

3.3 উইলসেনর উপপাদয্ (Wilson's Theorem)

উপপাদয্ ৩.৪ — উইলসেনর উপপাদয্

p েমৗিলক ⇐⇒ (p− 1)! ≡ −1 (mod p)

পৰ্মাণ (⇒ িদক):
p েমৗিলক হেল Z∗

p-এ পৰ্িতিট উপাদােনর একিট unique inverse আেছ। েকান উপাদানিট িনেজর
inverse? a ≡ a−1 মােন a2 ≡ 1, অথর্াৎ p | (a − 1)(a + 1), তাই a ≡ 1 অথবা a ≡ −1

(mod p)। অনয্ সব উপাদান আলাদা েজাড়ায় েজাড়া বাঁেধ। (p− 1)!-এ গুণ করেল এই েজাড়াগুেলা 1
েদয়, শুধু 1 এবং p− 1 ≡ −1 থােক:

(p− 1)! ≡ 1 · (−1) · (2 · 3 · · · (p− 2))︸ ︷︷ ︸
েজাড়ায় গুণ = 1

≡ −1 (mod p)□

পৰ্মাণ (⇐ িদক): n েযৗিগক হেল n = ab েযখােন 1 < a, b < n। তাহেল a | (n − 1)!, িকন্তু
(n− 1)! ≡ −1 (mod n) মােন a | 1, িবেরাধাভাস।

উদাহরণ 3.1. Wilson's theorem িদেয় p = 7 verify কেরা: (7−1)! = 720 = 102 ·7+6 ≡ 6 ≡ −1

(mod 7)। ✓
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4 েকায়ােডৰ্িটক েরিসিডউ এবং েরিসেপৰ্ািসিট

4.1 েকায়ােডৰ্িটক েরিসিডউ

সংজ্ঞা 4.1 (েকায়ােডৰ্িটক েরিসিডউ). িবেজাড় েমৗিলক p এবং gcd(a, p) = 1-এর জনয্ a-েক quadratic
residue (QR) বলা হয় (mod p) যিদ x2 ≡ a (mod p)-এর েকােনা সমাধান থােক। না থাকেল a হেব
quadratic non-residue (QNR)।

Z∗
p-এ QR-এর সংখয্া (p − 1)/2 এবং QNR-এরও (p − 1)/2। পৰ্িতিট QR িঠক দুিট মূেলর (square

root) সােথ সংগত।

4.2 Legendre পৰ্তীক

সংজ্ঞা 4.2 (Legendre Symbol). িবেজাড় েমৗিলক p এবং p ∤ a-এর জনয্:

(
a

p

)
=

+1 যিদ a QR হয় (mod p)

−1 যিদ a QNR হয় (mod p)

উপপাদয্ ৪.১ — অয়লােরর মানদণ্ড (Euler's Criterion)(
a

p

)
≡ a(p−1)/2 (mod p)

পৰ্মাণ: FLT েথেক ap−1 ≡ 1, তাই
(
a(p−1)/2

)2 ≡ 1, মােন a(p−1)/2 ≡ ±1 (mod p)।
যিদ a QR হয়: a ≡ x2 েকােনা x-এর জনয্, তাহেল a(p−1)/2 ≡ xp−1 ≡ 1 (mod p)।
যিদ a QNR হয়: g primitive root নাও। a = gk হেব k িবেজাড়। a(p−1)/2 = gk(p−1)/2। েযেহতু
ord(g) = p− 1 এবং k(p− 1)/2, p− 1-এর গুিণতক নয় (k িবেজাড় বেল), তাই a(p−1)/2 ̸≡ 1,
তাই ≡ −1 (mod p)। □

Legendre পৰ্তীেকর গুণাত্মক ধমর্ (
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
পৰ্মাণ: Euler's criterion পৰ্েয়াগ কেরা। (ab)(p−1)/2 ≡ a(p−1)/2 · b(p−1)/2 (mod p).
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4.3 গাউেসর েলম্মা (Gauss's Lemma)

উপপাদয্ ৪.২ — Gauss's Lemma
িবেজাড় েমৗিলক p এবং gcd(a, p) = 1-এর জনয্, a, 2a, 3a, . . . , p−1

2
a সংখয্াগুেলােক (mod p)-

েত reduce কেরা এবং (−p/2, p/2) range-এ পৰ্কাশ কেরা। ν েহাক ঋণাত্মক মােনর সংখয্া।
তাহেল: (

a

p

)
= (−1)ν

উদাহরণ 4.1.
(
3
7

)
গণনা কেরা। 1 · 3 = 3, 2 · 3 = 6, 3 · 3 = 9 ≡ 2 (mod 7)। (−7/2, 7/2) =

(−3.5, 3.5) range-এ: 3 → +3, 6 → −1 (ঋণাত্মক), 2 → +2। ν = 1, তাই
(
3
7

)
= (−1)1 = −1।

অথর্াৎ 3 হেলা QNR (mod 7)।

4.4 েকায়ােডৰ্িটক েরিসেপৰ্ািসিট (Law of Quadratic Reciprocity)

গিণেতর ইিতহােস সবেচেয় সুন্দর উপপাদয্গুিলর একিট। Gauss এিটেক ``Theorema Aureum'' (েসানািল
উপপাদয্) বলেতন।

উপপাদয্ ৪.৩ — েকায়ােডৰ্িটক েরিসেপৰ্ািসিট (QRP)

p এবং q আলাদা িবেজাড় েমৗিলক হেল:(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2

অনয্ভােব: যিদ p ≡ q ≡ 3 (mod 4) না হয়, তাহেল
(

p
q

)
=

(
q
p

)
। যিদ উভয়ই ≡ 3 (mod 4)

হয়, তাহেল
(

p
q

)
= −

(
q
p

)
।

সমূ্পরক আইন: (
−1

p

)
= (−1)(p−1)/2,

(
2

p

)
= (−1)(p

2−1)/8

QRP কীভােব বয্বহার করেব?(
71
73

)
গণনা কেরা।

71 ≡ 3 (mod 4) এবং 73 ≡ 1 (mod 4)। তাই exponent 70
2
· 72

2
= 35 · 36, েযিট েজাড়।

সুতরাং
(
71
73

)
=

(
73
71

)
=

(
2
71

)
।

(712−1)/8 = (5041−1)/8 = 630, েজাড়। তাই
(

2
71

)
= 1। সুতরাং 71 হেলা QR (mod 73)।
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4.5 Jacobi পৰ্তীক

সংজ্ঞা 4.3 (Jacobi Symbol). n = pa11 pa22 · · · pakk (িবেজাড় ধনাত্মক) হেল:(a
n

)
=

(
a

p1

)a1 ( a

p2

)a2

· · ·
(

a

pk

)ak

সতকর্তা: Jacobi symbol +1 হেলই QR িনিশ্চত নয়, িকন্তু −1 হেল অবশয্ই QNR।

4.6 েহনেসেলর েলম্মা (Hensel's Lemma)

উপপাদয্ ৪.৪ — Hensel's Lemma
f(x) েহাক পূণর্সংখয্া coefficient-এর polynomial। ধেরা f(a) ≡ 0 (mod p) এবং f ′(a) ̸≡ 0

(mod p)। তাহেল পৰ্িতিট k ≥ 1-এর জনয্ একিট অননয্ ak (mod pk) আেছ েযন f(ak) ≡ 0

(mod pk) এবং ak ≡ a (mod p)।
Lifting সূতৰ্: ak+1 = ak − f(ak) · [f ′(ak)]

−1 (mod pk+1)

উদাহরণ: x2 ≡ 2 (mod 73) সমাধান কেরা। পৰ্থেম (mod 7): 32 = 9 ≡ 2, তাই a1 = 3।
f(x) = x2 − 2, f ′(x) = 2x।
Lift কেরা (mod 49): f(3) = 7, f ′(3) = 6, 6−1 (mod 7) = 6 (কারণ 36 ≡ 1)। a2 =

3− 7 · 6 = 3− 42 ≡ 3− 42 + 49 = 10 (mod 49)।
Lift কেরা (mod 343): f(10) = 98 = 2 · 49, f ′(10) = 20, 20−1 (mod 49)... এভােব
চলেত থােক।
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5 অনুশীলনী

সমসয্া সমাধােনর আেগ: সাধারণ েকৗশেলর তািলকা
মডুলার অয্ািরথেমিটক সমসয্ায় blank page েদখেল এই পৰ্শ্নগুেলা কেরা িনেজেক:

1. েকােনা prime/prime power modulus কাজ করেব? FLT বা Euler পৰ্েযাগয্?

2. CRT িদেয় modulus ভাঙা যােব?

3. েকােনা উপাদােনর order কত? Divisibility বয্বহার করা যােব?

4. Quadratic residue হওয়া িক দরকার? Legendre symbol কাজ করেব?

5. Small cases check কেরা এবং pattern েখাঁেজা।

5.1 সমসয্াসমূহ

P1. [Basic] েদখাও েয n61 ≡ n (mod 1155) সব পূণর্সংখয্া n-এর জনয্।

P2. [Basic] কতগুেলা পূণর্সংখয্া n ∈ {1, 2, . . . , 2023} আেছ েযন n2 ≡ n (mod 2023)?

P3. [Basic] পৰ্মাণ কেরা েয gcd(am − 1, an − 1) = agcd(m,n) − 1 সব ধনাত্মক পূণর্সংখয্া a > 1 এবং
m,n-এর জনয্।

P4. [Basic] সব েজাড় (mod 100)-এ: n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ≡ 24 (mod 100)-এর কতিট
সমাধান আেছ n ∈ {0, 1, . . . , 99}-এ?

P5. [ISL 2000 N2 স্তর] p েমৗিলক এবং a1, a2, . . . , ap েহাক {0, 1, . . . , p − 1}-এর েযেকােনা
permutation। পৰ্মাণ কেরা েয a1a2 + a2a3 + · · ·+ ap−1ap ̸≡ 0 (mod p) সবসময় নয়।

P6. [Euler ও primitive root] p িবেজাড় েমৗিলক এবং g হেলা primitive root (mod p)। েদখাও
েয g(p−1)/2 ≡ −1 (mod p)।

P7. [CRT ও FLT] সব n-এর জনয্ n13 ≡ n (mod 2730) পৰ্মাণ কেরা, েযখােন 2730 = 2 ·3 ·5 ·7 ·13।

P8. [IMO 2005/4 পৰ্কার] িনণর্য় কেরা সব েমৗিলক p েযন p | (2p−1 − 1)/p একিট পূণর্সংখয্া হয়।
(Wieferich primes)

P9. [Quadratic Reciprocity] Legendre symbol
(
5

p

)
গণনা কেরা সব িবেজাড় েমৗিলক p ̸= 5-এর

জনয্ এবং ফলাফলেক p (mod 20)-এর িভিত্তেত েশৰ্ণীবদ্ধ কেরা।

P10. [IMO স্তর] ধনাত্মক পূণর্সংখয্া n েদওয়া আেছ। পৰ্মাণ কেরা েয
∑n

k=0

(
2n
2k

)
≡ 0 (mod 2n + 1)

যিদ এবং েকবল যিদ 2n+ 1 েমৗিলক না হয়।
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5.2 সংেকত ও ইিঙ্গত

সমসয্াওয়াির সংেকত
P1:

1155 = 3 · 5 · 7 · 11। CRT িদেয় আলাদা কেরা। পৰ্িত prime p-এর জনয্ FLT বয্বহার কেরা:
p | (61 − 1)? যাচাই কেরা 3 − 1 = 2, 5 − 1 = 4, 7 − 1 = 6, 11 − 1 = 10 এবং
lcm(2, 4, 6, 10) = 60 | 60।

P2:
n2 ≡ n মােন n(n− 1) ≡ 0 (mod 2023)। 2023 = 7 · 172 factor কেরা। CRT িদেয় পৰ্িত
prime power-এ সমাধান গণনা কেরা।

P3:
d = gcd(m,n) ধেরা। পৰ্মাণ কেরা (i) ad − 1 | am − 1 কারণ d | m; (ii) ad − 1 | an − 1;
(iii) েযেকােনা common divisor ad − 1 েক িবভাজয্ কের, Euclidean algorithm বয্বহার
কের।

P4:
100 = 4 · 25। CRT: (mod 4) এবং (mod 25) আলাদা কেরা। চারিট consecutive সংখয্ার
গুণফল pattern েদেখা।

P5:
একিট specific permutation construct কেরা েযখােন sum ≡ 0 (mod p) হয়। Random
permutations িনেয় গড় গণনার approach িবেবচনা কেরা।

P6:
gp−1 ≡ 1 এবং ord(g) = p− 1। তাই g(p−1)/2 হেলা 1-এর square root। িকন্তু (p− 1)/2

িক ord(g) = p− 1-এর গুিণতক?

P7:
2730 = 2 · 3 · 5 · 7 · 13। FLT পৰ্িত factor-এ পৰ্েযাগ কেরা। 12 = lcm(1, 2, 4, 6, 12) যাচাই
কেরা।

P8:
Wieferich prime হেলা p েযন p2 | 2p−1 − 1। শুধু 1093 এবং 3511 পিরিচত। Fermat
Quotient qp(2) = (2p−1 − 1)/p (mod p) গণনা কেরা।

P9:
QRP বয্বহার কেরা।

(
5
p

)
=

(
p
5

)
কখন? p (mod 5) ∈ {1, 4} হেল

(
p
5

)
= 1, p (mod 5) ∈

{2, 3} হেল −1। Sign িঠক করেত এবং p (mod 4)-এর condition েদেখা।

P10:
Lucas' theorem বা FLT বয্বহার কেরা।

∑n
k=0

(
2n
2k

)
= 22n−1 + 1+(−1)2n

2
· · · অথবা (1 +

1)2n + (1− 1)2n evaluate কেরা। 2n+ 1 | 22n−1 কখন?Let Infinite Be Your Limit | 17
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পিরিশষ্ট: েরফােরন্স কাডর্

উপপাদয্ শতর্ ফলাফল

FLT p েমৗিলক, p ∤ a ap−1 ≡ 1 (mod p)

Euler gcd(a, n) = 1 aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

Wilson p েমৗিলক (p− 1)! ≡ −1 (mod p)

Euler’s Criterion p িবেজাড় েমৗিলক
(

a
p

)
≡ a(p−1)/2 (mod p)

QRP p, q আলাদা িবেজাড় েমৗিলক
(

p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2

Hensel f(a) ≡ 0, f ′(a) ̸≡ 0 (mod p) সমাধান (mod pk)-এ lift হয়
CRT ni pairwise coprime অননয্ সমাধান (mod N)

েশষকথা: গিণেতর পেথ
মডুলার অয্ািরথেমিটক শুধু অিলিম্পয়ােডর নয়, এিট আধুিনক সংখয্াতত্তব্, িকৰ্েপ্টাগৰ্ািফ, এবং কিম্পউটার
িবজ্ঞােনর িভিত্ত। RSA encryption, elliptic curve cryptography — এগুেলা সব এই একই বীজ
েথেক জন্ম িনেয়েছ যা তুিম আজ পড়েল।
``Mathematics is the queen of the sciences and number theory is the queen of
mathematics''- Carl Friedrich Gauss
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