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ভূিমকা: েকন এই মুিভং পেয়ন্টস?
পৰ্েজিক্টভ িজওেমিটৰ্র অতয্ন্ত শিক্তশালী েকৗশল "মুিভং পেয়ন্টস েমথড" (Moving Points Method) একদম
শুরু েথেক েবাঝােনার জনয্ই এই েলখািট। অিলিম্পয়াড জয্ািমিতর জিটল সব পৰ্মাণেক মাতৰ্ িতন লাইন বা িতনিট
িবনু্দর পিজশন েচক করার মাধয্েম সমাধান কের এই েমথড। আশা কির এিট েতামােদর কােজ আসেব!

এই আিটর্েকলিট পড়ার জনয্ পৰ্েজিক্টভ িজওেমিটৰ্ সম্পেকর্ পৰ্াথিমক ধারণা থাকা পৰ্েয়াজন। িবেশষ কের কৰ্স
েরিশও (Cross Ratio) িনেয় ভােলা দখল থাকাটা জরুির। আমার পূেবর্র আিটর্েকল এ এই িবষয় িবস্তািরতভােব
আেলাচনা করা হেয়েছ, েদেখ আসেত পােরা।

পৰ্েজিক্টভ ময্াপ (Projective Maps)
ধির, C হেলা একিট কিনক (conic), একিট েরখা (line), অথবা একিট িনিদর্ষ্ট িবনু্দগামী েরখাগুচ্ছ (pencil of
lines)। এই অবেজক্টগুেলার েভতের কৰ্স েরিশও-র একিট িনজসব্ স্টৰ্াকচার বা কাঠােমা রেয়েছ। িনিদর্ষ্টভােব,
যিদ A,B,C,D ∈ C হয়, তেব আমরা তােদর কৰ্স েরিশও (AB;CD) এর মান িনেয় আেলাচনা করেত
পাির (েখয়াল েরেখা, যিদ C একিট েরখাগুচ্ছ বা েপিন্সল তেব A,B,C,D হেলা সরলেরখা, িবনু্দ নয়)। এখান
েথেকই পৰ্েজিক্টভ ময্ােপর সংজ্ঞািট খুব সহেজই েদওয়া যায়।

সংজ্ঞা: পৰ্েজিক্টভ ময্াপ (Projective Map)

একিট ফাংশন f যা C1 েথেক C2 েত ময্াপ কের (েযখােন এগুেলা কিনক, েরখা অথবা েরখাগুচ্ছ), তােক
পৰ্েজিক্টভ ময্াপ বলা হেব যিদ এিট কৰ্স েরিশও অপিরবিতর্ত বা সংরক্ষণ (preserve) কের। সহজ
কথায়, যিদ A,B,C,D ∈ C1 হয়, তেব:

(AB;CD) = (f(A)f(B); f(C)f(D))

আর এটাই মূল কথা!

এই েমথডিট এত েবিশ কাযর্কর হওয়ার েপছেনর মূল কারণ হেলা িনেচর উপপাদয্িট। এিট পৰ্মাণ কের েয
দুিট ময্াপ সমান পৰ্মাণ করেত পুেরা িজওেমিটৰ্ না েঘঁেট েকবল িতনিট িবনু্দ যাচাই করেলই চেল।

উপপাদয্: ৩-িবনু্দ িথওেরম (Identity Theorem for Projective Maps)

ধির, f, g : C1 → C2 দুিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ। যিদ অন্তত িতনিট িভন্ন ইনপুেটর জনয্ f এবং g এর
আউটপুট সমান হয় (অথর্াৎ, তারা ৩িট স্থােন coincide কের), তেব সািবর্কভােব f ≡ g হেব।

পৰ্মাণ: ধির, ৩িট িবনু্দ A,B এবং C এর জনয্ f(A) = g(A) , f(B) = g(B) এবং f(C) = g(C)

। তাহেল পৰ্েজিক্টভ ময্ােপর সংজ্ঞানুসাের েযেকােনা িবনু্দ D এর জনয্,

(AB;CD) = (f(A)f(B); f(C)f(D))

আবার g ময্ােপর জনয্ও,
(AB;CD) = (g(A)g(B); g(C)g(D))

েযেহতু f এবং g ইনপুট A,B,C এর জনয্ সমান, আমরা িলখেত পাির:

(g(A)g(B); g(C)g(D)) = (f(A)f(B); f(C)g(D))
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সুতরাং সমীকরণিট দাঁড়ােচ্ছ,

(f(A)f(B); f(C)f(D)) = (f(A)f(B); f(C)g(D))

কৰ্স েরিশও সবসময় একিট বাইেজিক্টভ (Bijective) েপৰ্াপািটর্ েমেন চেল। েযেহতু কৰ্স েরিশওর মানগুেলা হুবহু
িমেল েগেছ এবং িতনিট পেয়ন্ট িফক্সড, তাই বাধয্ হেয়ই চতুথর্ পেয়ন্ট দুিট সমান হেব! অথর্াৎ, f(D) = g(D)

। আর এর মাধয্েমই আমােদর পৰ্মাণ সম্পন্ন হেলা। ■

েবিসক পৰ্েজিক্টভ রূপান্তর (Basic Projective Transformations)
সমসয্া সমাধােনর সময়, আমরা যিদ সমসয্ািটেক উপেরর উপপােদয্র মেতা সাজােত পাির, তেব আমােদর আসেল
পুেরা পৰ্মাণ না কের শুধু ৩িট িবেশষ েক্ষেতৰ্র (cases) জনয্ সমসয্ািটর সতয্তা যাচাই করেলই চলেব! উদাহরণ
েদখার আেগ চেলা িকছু েবিসক রূপান্তর েদেখ িনই েযগুেলা সবসময় পৰ্েজিক্টভ ময্াপ হয়। এখােন কৰ্স েরিশও
িনেয় েতামার অনুমান বা ইনটুইশন েবশ কােজ আসেব।

পৰ্থমত, মাথায় রাখেব েয দুিট পৰ্েজিক্টভ ময্ােপর কেম্পািজশন (Composition) সবসময় পৰ্েজিক্টভ, এবং
একিট পৰ্েজিক্টভ ময্ােপর ইনভাসর্ (Inverse) ময্াপও পৰ্েজিক্টভ হয় (িনেজ েচষ্টা কের পৰ্মাণ কেরা!)। িনেচ িকছু
সাধারণ পৰ্েজিক্টভ ময্ােপর তািলকা েদওয়া হেলা:

• একিট িনিদর্ষ্ট েরখা ℓ এবং িবনু্দ P এর জনয্, ℓ েথেক িবনু্দ P -গামী েরখাগুচ্ছ বা েপিন্সল CP -েত
ময্ািপং: X 7→ PX একিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ।

• একিট কিনক γ এবং তার ওপর একিট িবনু্দ P এর জনয্, γ েথেক CP -েত ময্ািপং: X 7→ PX একিট
পৰ্েজিক্টভ ময্াপ।

• একিট কিনক γ এবং েযেকােনা িবনু্দ P এর জনয্, γ েথেক γ -েতই ময্ািপং: X 7→ PX ∩ γ 6= X

পৰ্েজিক্টভ ময্াপ।

• এিট একটু আউট-অফ-দয্-বক্স, িকন্তু দারুণ কােজর! দুিট সােকর্ল বা লাইন (clines) γ1 এবং γ2 এর
জনয্, িবনু্দগুেলােক ময্াপ কের এমন েযেকােনা ইনভাশর্ন (অথবা মিবয়াস টৰ্ান্সফেমর্শন) যা γ1 -েক γ2

-েত পাঠায়, তা একিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ। কারণ আমরা জািন ইনভাশর্ন কৰ্স েরিশও সংরক্ষণ কের।

তুিম হয়েতা ভাবছ েয একিট লাইন েথেক আেরকিট লাইেন পাসর্েপিক্টিভিট (Perspectivity) েকাথায় েগল?
আসেল এিট উপেরর তািলকার দুিট ময্ােপর কেম্পািজশন! একিট িবনু্দ P এবং দুিট লাইন ℓ1, ℓ2 এর জনয্,
পৰ্থেম আমরা X 7→ PX িদেয় ℓ1 েথেক CP -েত যাই, তারপর পৰ্থম ময্ােপর ইনভাসর্ িদেয় CP েথেক ℓ2 -েত
েপৗঁছাই। এটাই আমােদর েচনা পাসর্েপিক্টিভিট। চেলা এবার িকছু উদাহরণ েদখা যাক!

উদাহরণ ও পৰ্েয়াগ (Examples and Applications)

উদাহরণ ১: USA Winter TST 2019 Problem 1
ধির, ABC একিট িতৰ্ভুজ এবং M,N যথাকৰ্েম AB ও AC এর মধয্িবনু্দ। X এমন একিট িবনু্দ েযন
AX েরখািট 4ABC -এর পিরবৃেত্তর স্পশর্ক হয়। ধির, ωB হেলা M ও B গামী একিট বৃত্ত যা MX

েরখােক স্পশর্ কের। একইভােব, ωC হেলা N ও C গামী বৃত্ত যা NX েরখােক স্পশর্ কের। পৰ্মাণ কেরা
েয, ωB এবং ωC বৃত্ত দুিট BC েরখার ওপর েছদ কের।
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িচতৰ্ ১: USA Winter TST 2019 Problem 1

সমাধান: ধির, A িবনু্দেত (ABC) এর স্পশর্কিট হেলা ℓ1 এবং ℓ2 = BC । ধির, f হেলা ℓ1 েথেক ℓ2

-েত একিট ময্াপ যা সংজ্ঞািয়ত করা হেয়েছ এভােব: f(X) = D = ωC ∩ BC । িডেরেক্টড অয্ােঙ্গল েথেক
আমরা সহেজ েদখেত পাির ∠XND = ∠C ।

এখন N -গামী েরখাগুচ্ছ বা েপিন্সল CN েথেক CN -এ একিট েরােটশন ময্াপ বা ঘূণর্ন িচন্তা কেরা যা
েরখােক ∠C েকােণ েঘারায়। েরােটশন সবসময় েরখার মােঝর েকাণ অপিরবিতর্ত রােখ, তাই এিট কৰ্স েরিশও
সংরক্ষণ কের এবং পৰ্েজিক্টভ। আমরা জািন ℓ1 → CN ময্াপিট (X 7→ NX) পৰ্েজিক্টভ, এবং CN → ℓ2

ময্াপিটও (w 7→ w ∩ ℓ2) পৰ্েজিক্টভ। সুতরাং, এেদর সবগুেলার কেম্পািজশন:

ℓ1 → CN → CN → ℓ2

এই পুেরা ময্াপিট একিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ যা মূলত X 7→ D েক িনেদর্শ কের। অথর্াৎ f একিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ।
একইভােব, আমরা আেরকিট ময্াপ f ′ : ℓ1 → ℓ2 সংজ্ঞািয়ত করেত পাির যা f ′(X) = D′ = ωB ∩BC

িনেদর্শ কের। এিটও একই যুিক্তেত পৰ্েজিক্টভ। আমােদর মূল লক্ষয্ হেলা D = D′ পৰ্মাণ করা, অথর্াৎ f(X) =

f ′(X) েদখােনা। আমােদর উপপাদয্ অনুযায়ী, X এর মাতৰ্ ৩িট িভন্ন অবস্থােনর জনয্ এিট পৰ্মাণ করেত পারেলই
কাজ েশষ! আর এই ৩িট পিজশন েচক করা এখন েকবলই সাধারণ এেঙ্গল েচিজং জয্ািমিতর িবষয় যা েতামরা
িনেজই েচষ্টা কের েদখেত পােরা!

িব.দৰ্.: এই পুেরা সমাধানিটেক চাইেল আমরা এক লাইেন িলেখ েফলেত পাির: X 7→ NX 7→ ND 7→ D

পৰ্েজিক্টভ, তাই X 7→ D পৰ্েজিক্টভ। একইভােব D′ = ωB ∩BC হেল X 7→ D′ পৰ্েজিক্টভ। তাই েকবল ৩িট
িবনু্দর জনয্ েচক করেলই পৰ্মাণ সম্পন্ন হেব। পেরর সমসয্ািটও আমরা এভােবই েছাট কের সমাধান করব।

উদাহরণ ২: IMO 2010 Problem 2
েদওয়া আেছ, ABC িতৰ্ভুেজর ইনেসন্টার বা অন্তঃেকন্দৰ্ হেলা I এবং পিরবৃত্ত Γ । AI েছদক েরখািট
Γ -েক পুনরায় D িবনু্দেত েছদ কের। E বৃত্তচাপ BDC এর ওপর একিট িবনু্দ, এবং F হেলা BC

এর ওপর এমন একিট িবনু্দ েযন ∠BAF = ∠CAE < 1
2
∠BAC হয়। যিদ IF এর মধয্িবনু্দ G

হয়, তেব পৰ্মাণ কেরা েয EI এবং DG েরখাদব্েয়র েছদিবনু্দ Γ -এর ওপর অবিস্থত হেব।
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িচতৰ্ ২: IMO 2010 Problem 2

সমাধান: আমরা এখােন E -েক Γ -এর ওপর অয্ািনেমট বা মুভ করােবা। এর মােন হেলা িবনু্দ E পিরবিতর্ত
হওয়ার কারেণ আমােদর ময্াপগুেলা ৈতির হেব। ধির, K1 = EI ∩ Γ এবং K2 = DG ∩ Γ । আমােদর
তািলকার ৩নং িনয়ম অনুযায়ী আমরা জািন, E 7→ K1 একিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ।

এখন আমরা পৰ্মাণ করব েয E 7→ K2 ময্াপিটও পৰ্েজিক্টভ। েখয়াল কেরা, E 7→ AE 7→ AF 7→ F

একিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ কারণ AE 7→ AF মূলত একিট িরেফ্লকশন (অয্ােঙ্গল বাইেসক্টর বরাবর) যা িনিশ্চতভােব
কৰ্স েরিশও সংরক্ষণ কের। আবার, F 7→ G পৰ্েজিক্টভ কারণ এিট I িবনু্দেক েকন্দৰ্ কের 1/2 েরিশওেত একিট
েহােমােথিট (Homothety), েযখােন েকােডােমইন হেলা BC -েক I -এর সােপেক্ষ অেধর্ক েস্কল করা লাইন।
তাই E 7→ F 7→ G হেলা পৰ্েজিক্টভ।

এখন D ∈ Γ িদেয় পৰ্েজক্ট করেল আমরা বলেত পাির G 7→ K2 ময্াপিটও পৰ্েজিক্টভ, যার মােন চূড়ান্তভােব
কেম্পািজশন E 7→ G 7→ K2 একিট পৰ্েজিক্টভ ময্াপ।

েযেহতু দুিট ময্াপই পৰ্েজিক্টভ, তাই K1 = K2 পৰ্মাণ করার জনয্ E এর মাতৰ্ ৩িট ভয্ালু বা অবস্থােনর জনয্
এিট পরীক্ষা করাই যেথষ্ট! এিট এখন খুবই সহজ একিট জয্ািমিত সমসয্া; তুিম E = B,D,C ধের যাচাই
কের েদখেত পােরা (Hint: Fact 5 কােজ লাগাও)। পৰ্মাণ িনিমেষই িমেল যােব!
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পৰ্বেলম সলিভং ইনসাইটস (Problem Solving Insights)

িটপস ও িটৰ্কস (Insights)

১. েকান িবনু্দিটেক মুভ করােবা (Choosing the Moving Point): সমসয্ায় েয িবনু্দিট একটু
কম েরিস্টৰ্েক্টড বা সব্াধীনভােব একিট েরখা বা বৃেত্তর ওপর েঘারােফরা করেত পাের, তােকই ভয্ািরেয়বল
(variable element) িহেসেব িবেবচনা করেব। েযমন আেগর অেঙ্ক E িবনু্দিট ইেচ্ছমেতা ঘুরেত পারেতা।
২. ৩িট িবেশষ অবস্থান (Three Easy Cases): ৩িট িবনু্দ েচক করার সময় েস্পশাল বা িডেজনােরট
(degenerate) েকসগুেলা েবেছ িনেত ভুলেব িচিহ্নত করেব। েযমন িতৰ্ভুেজর শীষর্িবনু্দ, মধয্িবনু্দ বা
অসীেমর েকােনা িবনু্দ। এেত ময্ানুয়াল েচক করার কাজ অেনক সহজ হেয় আেস।
৩. িডিগৰ্ বা ঘাত সম্পেকর্ সতকর্তা: সব ময্ািপং পৰ্েজিক্টভ হয় না। যিদ েকােনা ময্ািপং েরখােক কিনেক
বা কিনকেক িকউিবেক ময্াপ কের েফেল, তেব েসিট পৰ্েজিক্টভ (িডিগৰ্ ১) না হেয় েকায়ােডৰ্িটক (িডিগৰ্
২) ময্ািপংও হেত পাের। তাই কৰ্স েরিশও িঠকঠাক সংরক্ষণ হেচ্ছ িক না তা লিজক িদেয় িনিশ্চত কের
েনওয়াটা অতয্াবশয্ক।

িনেজ কির (Practice Problems)
মুিভং পেয়ন্ট িনেয় িনেজর িস্কল ঝালাই করার জনয্ িনেচর সমসয্াগুেলা েচষ্টা করেত পােরা:

1. পয্াসেকেলর উপপাদয্ (Pascal's Theorem): একিট বৃেত্তর ওপর ৬িট েযেকােনা িবনু্দ
A,B,C,D,E, F েদওয়া আেছ। AB ∩DE , BC ∩ EF এবং CD ∩ FA িবনু্দ িতনিট সমেরখ
(collinear) - এিট মুিভং পেয়ন্ট েমথড িদেয় পৰ্মাণ কেরা। (ইিঙ্গত: F -েক ভয্ািরেয়বল ধের নাও এবং
ময্ািপং সাজাও)

2. িথওেরম পৰ্মাণ: পৰ্মাণ কেরা েয দুিট পৰ্েজিক্টভ ময্ােপর কেম্পািজশনও পৰ্েজিক্টভ ময্াপ এবং একিট
পৰ্েজিক্টভ ময্ােপর উেল্টা বা ইনভাসর্ ময্াপিটও পৰ্েজিক্টভ (আিটর্েকেলর েভতেরর অনুশীলন)।

3. একিট িতৰ্ভুজ ABC এর পিরবৃত্ত Γ । A -েত স্পশর্ক েরখা হেলা ℓ । পৰ্েজিক্টভ ময্াপ বয্বহার কের
ℓ → BC এর িকছু সুন্দর রূপান্তর খুঁেজ েবর কেরা এবং তা িদেয় িনেজর মেতা একিট অিলিম্পয়াড
সমসয্া ৈতির কেরা!
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