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সমসয্া ১
একিট blackboard-এ 1-এর েচেয় বড় 2026িট পূণর্সংখয্া েলখা আেছ, েযগুেলা একইও হেত পাের। একিট
move-এ, Confucius blackboard-এর িভন্ন দুিট জায়গা েথেক m > 1 এবং n > 1 দুিট পূণর্সংখয্া েবেছ
িনেয় তােদর জায়গায় িনেচর দুিট সংখয্া বসায়

gcd(m,n) and lcm(m,n)

gcd(m,n)
.

যতক্ষণ এিট সম্ভব, িতিন এভােব move করেত থােকন।
(a). পৰ্মাণ কেরা েয Confucius েযভােবই েবেছ িনন না েকন, finitely many moves-এর পের

blackboard-এ িঠক একিট integer M -ই 1-এর েচেয় বড় থাকেব।
(b). পৰ্মাণ কেরা েয M -এর মান Confucius-এর choices-এর উপর িনভর্র কের না।
(লক্ষয্ কেরা, gcd(x, y) দব্ারা ধনাত্মক পূণর্সংখয্া x এবং y-এর greatest common divisor েবাঝােনা

হেয়েছ, এবং lcm(x, y) দব্ারা তােদর least common multiple েবাঝােনা হেয়েছ।)

Before move

12 18 5 7 1

m n

moveAfter move

6 6 5 7 1

gcd(12, 18) = 6lcm
gcd = 6

P decreased from 12 · 18 · 5 · 7 = 7560 to 6 · 6 · 5 · 7 = 1260
k (number of ones) unchanged (still 1)

Figure 1: One move on the blackboard. The product strictly decreases unless gcd(m,n) =
1.

সমাধান-ক
ধির ব্লয্াকেবােডর্ থাকা সংখয্াগুেলা a1, a2, . . . , a2026। সংজ্ঞািয়ত কির

P =
2026∏
i=1

ai, k = #{i : ai = 1}.

Confucius যখন m > 1 ও n > 1 েবেছ িনেয় েসগুেলােক gcd(m,n) ও lcm(m,n)
gcd(m,n)

-এ পিরবতর্ন কের,
তখন নতুন সংখয্া দুিটর গুণফল হয়

gcd(m,n) · lcm(m,n)

gcd(m,n)
= lcm(m,n) =

mn

gcd(m,n)
.

সুতরাং P , gcd(m,n)-এর গুণনীয়ক দব্ারা হৰ্াস পায়।
িতনিট েক্ষতৰ্ সম্ভব:
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েক্ষতৰ্ ১: gcd(m,n) > 1 এবং m ̸= n তখন gcd(m,n) > 1 ও lcm(m,n)
gcd(m,n)

> 1। P কেঠারভােব হৰ্াস পায়,
k অপিরবিতর্ত থােক।

েক্ষতৰ্ ২: gcd(m,n) > 1 এবং m = n তখন gcd(m,n) = m, lcm(m,n)
gcd(m,n)

= 1। P m গুণনীয়েক হৰ্াস
পায়, k 1 েবেড় যায়।

েক্ষতৰ্ ৩: gcd(m,n) = 1 তখন gcd(m,n) = 1, lcm(m,n)
gcd(m,n)

= mn। P অপিরবিতর্ত থােক, k 1 েবেড়
যায়।

Case gcd(m,n)
lcm(m,n)

gcd(m,n)
Effect on P and k

1. gcd > 1, m ̸= n > 1 > 1 P strictly decreases, k unchanged
2. gcd > 1, m = n m 1 P ← P/m, k increases by 1

3. gcd = 1 1 mn P unchanged, k increases by 1

সারণী 1: Moves in Problem 1 and their effect on the invariants.

েযেকােনা েক্ষেতৰ্ই P কখেনাই বােড় না এবং k কখেনাই কেম না।
P একিট ধনাত্মক পূণর্সংখয্া, এবং এিট কেঠারভােব হৰ্াস পায় যখনই gcd(m,n) > 1 হয়। েযেহতু P

অনন্তকাল ধের কেঠারভােব হৰ্াস েপেত পাের না, তাই সসীম সংখয্ক চােলর পর আমরা এমন অবস্থায় েপৗঁছাই
েযখােন ব্লয্াকেবােডর্ থাকা েযেকােনা দুিট > 1 সংখয্ার gcd 1 হয়।

এখন শুধুমাতৰ্ েক্ষতৰ্ ৩ সম্ভব। পৰ্িতিট চােল k 1 েবেড় যায় এবং P অপিরবিতর্ত থােক। েযেহতু k ≤ 2025
(কারণ 2026িট সংখয্ার মেধয্ সবর্ািধক 2025িট 1 হেত পাের), তাই সসীম সংখয্ক চােলর পর k = 2025 হেব।
তখন ব্লয্াকেবােডর্ 2025িট 1 এবং একিট মাতৰ্ সংখয্া M > 1 থাকেব।

এিট পৰ্মাণ কের েয Confucius েযভােবই েবেছ িনন না েকন, finitely many moves-এর পের
blackboard-এ িঠক একিট integer M -ই 1-এর েচেয় বড় থাকেব।

সমাধান-খ
সমাধান-ক-এ আমরা েদিখেয়িছ েয p একিট decreasing monovariant। এিট হয় p

x
-এ পিরণত হয় (Case-

4) অথবা p
m
-এ (Case-5)। যিদ আমরা েদখােত পাির েয moves েযভােবই করা েহাক না েকন, p-এর মান

একিট fixed integer-ই থােক, তাহেল proof সমূ্পণর্।
Claim-1: শুরুেত যিদ মাতৰ্ একিট সংখয্ায় prime factor q থােক, তাহেল p-েতও q থাকেব এবং এর

power-ও একই থাকেব.

Proof of Claim-1: েযেহতু q মাতৰ্ একিট সংখয্ায় আেছ, তাই এিট x-এর prime factor হেত পাের
না। সুতরাং, p-েত সবসময় q থাকেব এবং q-এর power-ও অপিরবিতর্ত থাকেব.

Claim-2: শুরুেত যিদ অন্তত দুিট সংখয্ায় prime factor q থােক, তাহেল p-েত q থাকেব, িকন্তু Vq(p)
শুরুেত যা-ই থাকুক না েকন, তা 1 হেয় যােব।

Proof of Claim-2: ধরা যাক দুিট সংখয্া m,n, এবং q তােদর common prime factors-এর
একিট। WLOG ধির Vq(m) ≤ Vq(n)। তাহেল Vq(lcm(m,n)) = Vq(n) এবং Vq(gcd(m,n)) =
Vq(m)। এখন আমরা জািন, 2Vq(gcd(m,n)) ≤ Vq(mn)। সুতরাং, যিদ Vq(mn) > 2 হয়, তাহ-
েল Vq(x), Vq(y) > 0। এখন, একিট move-এর আেগ Vq(mn) = Vq(m) + Vq(n) এবং move-এর
পের Vq(xy) = Vq(lcm(m,n)) = Vq(n)। এিট েদখায় েয Vq(mn) একিট strictly decreasing
monovariant। যিদ Vq(mn) = 2 হয়, তাহেল move-এর পের Vq(x) = 1 এবং Vq(y) = 0। সুতরাং,
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িনিদর্ষ্ট িকছু move-এর পের Vq(p) = 1 হেব। অতএব Claim-2 পৰ্মািণত।

েযেহতু p-েত আর েকােনা prime factor েযাগ করা অসম্ভব, তাই েশেষ p-এর একিট fixed value
থাকেব, যা Claim-1 এবং Claim-2 বয্বহার কের পাওয়া যায়। এখন, েশেষ a = 2025 এবং 1-এর েচেয়
বড় একিট মাতৰ্ সংখয্াই থাকেব, তাই p-ই েসই মান হেব। অতএব, েয সংখয্ািট 1-এর েচেয় বড় থাকেব, েসিট
moves যাই েহাক না েকন একিট িনিদর্ষ্ট sequence-এর জনয্ fixed। পৰ্মাণ সমূ্পণর্।

সমসয্া ২
ধরা যাক ABC একিট িতৰ্ভুজ, এবং M ও N যথাকৰ্েম AB ও AC-এর মধয্িবনু্দ। K-েক BMC িতৰ্ভুেজর
অভয্ন্তের এবং L-েক BNC িতৰ্ভুেজর অভয্ন্তের এমনভােব েনওয়া হল েয

∠KBA = ∠ACL, ∠LBK = ∠LNC, ∠LCK = ∠BMK.

ধরা যাক O হল AKL িতৰ্ভুেজর পিরসীমাবৃেত্তর েকন্দৰ্। Prove কেরা েয OM = ON।

সমাধান

ধরা যাক BK ∩ AC = E এবং CL ∩ AB = F । লক্ষয্ কেরা েয

∠LBE = ∠LBK = ∠LNC =⇒ BENL cyclic,

∠FCK = ∠LCK = ∠BMK =⇒ CFMK cyclic,
∠EBF = ∠KBA = ∠ACL = ∠ECF =⇒ BCEF cyclic.

এছাড়াও AB ∩ (BENL) = Q এবং AC ∩ (CFMK) = R িনই।
A িবনু্দর (CFMK) এবং (BENL)-এর পৰ্িত power িবেবচনা করেল পাই

AR · AC = AM · AF =
AB · AF

2
=

AE · AC
2

,

অতএব AR = AE
2

এবং R হেলা AE-এর মধয্িবনু্দ। একইভােব, Q হেলা AF -এর মধয্িবনু্দ।
এরপর লক্ষয্ কেরা েয

AQ · AM =
1

2
AF · 1

2
AB =

1

4
AE · AC =

1

2
AE · 1

2
AC = AR · AN,
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সুতরাং MQRN cyclic। ফেল (MQRN) হেলা A-েকিন্দৰ্ক, 1
2

অনুপােতর একিট homothety-এর অধীেন
(BCEF )-এর পৰ্িতচ্ছিব।

এখন ধরা যাক O′ হেলা (BCEF )-এর েকন্দৰ্, এবং ω হেলা বয্াস AO′-িবিশষ্ট বৃত্ত। আমরা পৰ্মাণ করব
েয K,L ∈ ω।

ধরা যাক G হেলা O′-এর AB-এর উপর projection। তাহেল

PowF (ω) = FG · FA = 2FG · 1
2
FA = FB · FQ = PowF (BENL),

PowC(ω) = CA · CH =
1

2
CA · 2CH = CN · CE = PowC(BENL).

অতএব CF হেলা ω এবং (BENL)-এর radical axis, ফেল L ∈ ω। একইভােব, K ∈ ω।
অতএব (AKL)-এর েকন্দৰ্, অথর্াৎ O, হেলা AO′-এর মধয্িবনু্দ। েযেহতু (MQRN) হেলা A-েকিন্দৰ্ক

1
2

অনুপােতর homothety-এর অধীেন (BCEF )-এর পৰ্িতচ্ছিব, তাই (MQRN)-এর েকন্দৰ্ও AO′-এর
মধয্িবনু্দ। ফেল O হেলা (MQRN)-এর েকন্দৰ্ এবং OM = ON।

সমসয্া ৩
ধরা যাক n একিট ধনাত্মক পূণর্সংখয্া। Liu Bang এবং Xiang Yu-এর কােছ ৈদঘর্য্ 1-এর একিট দণ্ড আেছ
এবং তারা েসিটেক িনেজেদর মেধয্ ভাগ কের িনেত চায়। Liu Bang দেণ্ডর উপর সবর্ািধক nিট িবনু্দ িচিহ্নত
কের, এরপর Xiang Yu-ও সবর্ািধক nিট িবনু্দ িচিহ্নত কের। িচিহ্নত িবনু্দগুেলা পরস্পর িভন্ন। তারপর সব
িচিহ্নত িবনু্দেত দণ্ডিট কাটা হয়, ফেল কেয়কিট অংশ ৈতির হয়। পের তারা পালাকৰ্েম এখেনা দািব না-করা
েযেকােনা একিট অংশ দািব কের, এবং পৰ্থম চালিট Liu Bang েদয়। পৰ্িতিট েখেলায়ােড়র লক্ষয্ হেলা িনেজর
অংশগুেলার েমাট ৈদঘর্য্ যত েবিশ সম্ভব করা। পৰ্িতিট n-এর জনয্ এমন বৃহত্তম c িনধর্ারণ কেরা েযন Xiang
Yu েযভােবই েখলুক না েকন, Liu Bang অন্তত c ৈদঘর্য্ িনিশ্চত করেত পাের।

সমাধান
উত্তর হেলা 2n

2n+1−1
।

L L LX X X
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

Liu takesXiang Liu Xiang Liu Xiang Liu

িচতৰ্ 2: Liu's marks (red), Xiang's marks (blue) and the resulting pieces x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥
x2n+1 with the optimal picking order.

েসটআপ। আমরা পৰ্থেম িকছু পৰ্সিঙ্গক সরলীকরণ কির যা েদখায় েয সমসয্ার িকছু অংশ অপৰ্াসিঙ্গক।

� পৰ্থমত, আমরা পৰ্েতয্ক েখেলায়াড়েক িঠক nিট কাট করেত বাধয্ কির, তেব িচিহ্নত িবনু্দগুেলােক একই
হেত েদওয়া হয় (ফেল ৈদঘর্য্ 0-এর অংশ পাওয়া যায়)।

� এছাড়াও, আমরা সমসয্ার পালাকৰ্েম দািব করার অংশিট বাদ িদই, কারণ লক্ষয্ করেল েদখা যায় েয যিদ
x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ x2n+1 ≥ 0 পৰ্াপ্ত দেণ্ডর ৈদঘর্য্ হয়, তেব সেবর্াত্তম েখলায় Liu-এর score হেব

x1 + x3 + x5 + · · ·+ x2n+1

(পৰ্েতয্ক পালায়, একজন েখেলায়ােড়র সবর্দা বৃহত্তম উপলł অংশিট েনওয়া উিচত)।

∞ অসীমই েতামার সীমা ∞ | 4



Josephite Math Club

� Liu-এর score সরাসির আেলাচনা না কের, আমরা পৰ্ায়শই gap িনেয় কাজ করব, যা Liu-এর score
েথেক Xiang-এর score িবেয়াগ কের সংজ্ঞািয়ত:

G := x1 − x2 + x3 − x4 + · · ·+ x2n+1.

আমরা Xiang-এর জনয্ একিট েকৗশল েদখাই যা G ≤ 1
2n+1−1

িনিশ্চত কের, Liu েযভােবই পৰ্াথিমক িবভাজন
শুরু করুক না েকন। তারপর আমরা পৰ্মাণ কির েয উিল্লিখত 1 : 2 : 4 : · · · : 2n িবভাজেন সবর্দা G ≥ 1

2n+1−1

হয়।
segment বলেত আমরা Liu-এর nিট িবনু্দ দব্ারা দণ্ডিট েয n + 1িট বয্বধােন (সম্ভবত ৈদঘর্য্ 0) িবভক্ত হয়,
তােদর েবাঝাই। যিদ S হয় segment-গুেলার একিট েসট, তাহেল Σ(S) দব্ারা আমরা segment-গুেলার
ৈদেঘর্য্র েযাগফল েবাঝাই।

Xiang-এর েকৗশল। েমৗিলক েকৗশলিট িনম্নরূপ:
দািব: S এবং T , n+1িট segment-এর েযেকােনা দুিট িবেজাড় পৃথক উপেসট েহাক। তাহেল Xiang িনিশ্চত
করেত পাের েয

G ≤ |Σ(S)− Σ(T )|.
পৰ্মাণ। সাধারণতা না হািরেয় ধির Σ(S) ≥ Σ(T )। Xiang পৰ্িতসম কাট ৈতির কের যােত আমরা সমান

a1 a2 a3

D

d1 d2

d3

S

T|Σ(S)− Σ(T )| = |(a1 + a3)− (a2 + 0)| = | ± d1 ± d2 ± d3| ≤ G

িচতৰ্ 3: The multigraph Γ for n = 2. The tree formed by the whole graph gives a bipartition
S ⊔ T that bounds the gap.

ৈদেঘর্য্র কেয়কিট েজাড়া অংশ পাই এবং একিট অবিশষ্ট অংশ যার ৈদঘর্য্ Σ(S)−Σ(T )। তারপর S বা T -েত না
থাকা সকল অবিশষ্ট segment-েক Xiang িদব্খিণ্ডত কের। Xiang S-এর েযেকােনা segment-েকও িদব্খিণ্ডত
কের যা অবিশষ্ট অংেশ থােক।

একই ৈদেঘর্য্র েজাড়া অংশগুেলা পরস্পর বািতল হেয় েগেল, আমরা েদখেত পাই েয G িঠক S-এর T -এর
উপর আিধেকয্র পৰ্থম segment-এর ৈদেঘর্য্র সমান। েযেহতু G ≤ Σ(S)− Σ(T ), পৰ্মাণ সমূ্পণর্। ■
মন্তবয্: সমসয্ার মূল সংস্করেণ েযখােন n-এর কম কাট েদওয়ার অনুমিত িছল, েসখােন Xiang এক কাট কম
করেত পাের: T -এর S-এর উপর ডানিদেকর কাটিটর পৰ্েয়াজন েনই। মজার িবষয় হল, এর অথর্ T = ∅
ছাড়া অনয্ সব েক্ষেতৰ্ Xiang-এর সেবর্াত্তম েকৗশেল েকবল n− 1িট কাট পৰ্েয়াজন, এবং n-তম কােটর ক্ষমতা
েকােনা সুিবধা েদয় না।
সমসয্ািট এখন একিট সাধারণ Pigeonhole যুিক্ত দব্ারা সমাধান হয়: 2n+1িট সম্ভাবয্ Σ(S) িবেবচনা কির,
েযগুেলা [0, 1] বয্বধােন অবিস্থত। Pigeonhole principle অনুযায়ী এমন S ̸= T থাকেবই যােত

0 ≤ Σ(S)− Σ(T ) ≤ 1

2n+1 − 1
.

∞ অসীমই েতামার সীমা ∞ | 5



Josephite Math Club

তারপর আমরা S ও T েথেক সাধারণ উপাদানগুেলা সিরেয় েফিল, যা Σ(S)−Σ(T )-েক অপিরবিতর্ত রােখ।
মন্তবয্: Pigeonhole যুিক্তর সমতা েক্ষতৰ্ িবেশ্লষণ কের েদখা যায় েয 1 : 2 : 4 : · · · : 2n িবভাজনিট Liu-এর
জনয্ একমাতৰ্ সেবর্াত্তম পৰ্ারিম্ভক চাল। অথর্াৎ, Liu যিদ িভন্ন িবভাজন েবেছ েনয়, তাহেল Xiang িনিশ্চত করেত
পাের েয G < 1

2n+1−1
।

সাধারণ েক্ষেতৰ্ িবপরীত িদক। যিদও আমরা আশা কির েয অিধকাংশ পৰ্িতেযাগী এই অংশিট Liu-এর 1 : 2 :
4 : · · · : 2n িবভাজেনর জনয্ সমাধান করেব, এখােন আমরা ``সিঠক'' দািবিট িলখব যা েযেকােনা িবভাজেন
কাজ কের।
দািব: ধরা যাক a1, . . . , an+1 Liu-এর n+ 1িট segment-এর ৈদঘর্য্। সংজ্ঞািয়ত কির

∆ := min
(ε1,...,εn+1)∈{−1,0,1}n+1

(ε1,...,εn+1) ̸=(0,...,0)

|ε1a1 + ε2a2 + · · ·+ εn+1an+1|

তাহেল Xiang যা-ই করুক না েকন, সবর্দা G ≥ ∆ হেব।
পৰ্মাণ। ধির d1 = x1 − x2 ≥ 0, d2 = x3 − x4 ≥ 0, . . . , dn = x2n−1 − x2n ≥ 0। এছাড়াও সুিবধার
জনয্ dn+1 := x2n+1 ধির, যােত

G = d1 + · · ·+ dn+1

হয়। n+2িট শীষর্িবনু্দ িবিশষ্ট একিট মািল্টগৰ্াফ Γ িনমর্াণ কির, যার শীষর্িবনু্দ েসট V েত n+1িট segment-এর
পৰ্িতিটর জনয্ একিট কের শীষর্িবনু্দ এবং একিট ডািম শীষর্িবনু্দ রেয়েছ (যার ৈদঘর্য্ a0 := 0 ধরা হয়)। পৰ্িতিট
1 ≤ i ≤ n-এর জনয্, আমরা িনণর্য় কির x2i−1 এবং x2i েকান segment েথেক কাটা হেয়িছল এবং তােদর
মেধয্ একিট edge আঁিক। েশেষ, ডািম শীষর্িবনু্দ েথেক x2n+1 ধারণকারী segment-িটেত একিট অিতিরক্ত
edge আঁিক।

েযেহতু Γ-এর n + 2িট শীষর্িবনু্দ এবং n + 1িট edge আেছ, Γ-এর েকােনা একিট উপাংশ একিট tree
হেব (িবেশষত, েকােনা সমান্তরাল edge বা self-loop থাকেব না)। ঐ tree-িট অবশয্ই bipartite হেব এবং
আমরা এর শীষর্িবনু্দগুেলােক S ⊔ T িহসােব িলিখ।

তখন মূল পযর্েবক্ষণ হল েয |Σ(S) − Σ(T )| (যা ∆-এর সংজ্ঞায় িবেবিচত রািশগুেলার মেধয্ একিট)
উপাংেশ উপিস্থত edge-গুেলার উপর ±d∗ ± d∗ ± · · · ± d∗ আকােরর একিট রািশ, যা িনিশ্চতভােব G-এর
েবিশ নয়। আরও আনুষ্ঠািনকভােব, যিদ {di}i∈I উপাংেশর edge হয়, তাহেল

∆ ≤ |Σ(S)− Σ(T )| =

∣∣∣∣∣∑
i∈I

±di

∣∣∣∣∣ ≤∑
i∈I

di ≤ G

েযমনিট কাময্। ■

সমসয্া ৪
Shan-Yu এবং Mulan একিট েখলা েখলেছ। ধরা যাক θ এমন একিট েকাণ যােত

0◦ < θ < 180◦

দুজেনই এিট জােন। শুরুেত Shan-Yu িনেজর পছন্দমেতা পিরমােপর একিট কাগেজর িতৰ্ভুজ T বানায়। তারপর
তারা বারবার িনম্নিলিখত ধাপগুেলা কের:

যিদ T -েত অন্তত একিট েকাণ িঠক θ হয়, তাহেল েখলা েথেম যায় এবং Mulan েজেত। অনয্থায়, Mulan
T -এর পিরসীমার উপর, িকন্তু তার িতনিট শীষর্িবনু্দ ছাড়া, একিট িবনু্দ P েবেছ েনয়। তারপর েস P েথেক
T -এর িবপরীত শীষর্িবনু্দ পযর্ন্ত একিট েসাজা কাট েদয়, ফেল িতৰ্ভুজিট দুই ভােগ িবভক্ত হয়।

Shan-Yu দুিট িতৰ্ভুেজর মেধয্ একিট বািতল কের। েয িতৰ্ভুজিট থােক, েসিটই নতুন T হয়।
Shan-Yu েযভােবই েখলুক না েকন, েকান েকান বাস্তব মােনর θ-এর জনয্ Mulan সসীম সংখয্ক ধােপ

জয় িনিশ্চত করেত পাের?
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সমাধান

A B

C

80◦

55◦

45◦

P

△ABP

△APC

θ

িচতৰ্ 4: One cut from A to a point P on BC creates a piece with angle θ.

আিম দািব করিছ েয Mulan িঠক তখনই জয়ী হেত পাের যখন

θ =
180◦

n

েকােনা পূণর্সংখয্া n ≥ 2-এর জনয্।
ধির Shan-Yu এবং Mulan উভেয়ই সেবর্াত্তমভােব েখলেছ। পৰ্াথিমক িতৰ্ভুজ T0-এর েকাণগুেলা A,B,C ,

যার েকােনািটই θ নয়। আমরা তীক্ষ্ণ, সমেকাণী এবং সূ্থলেকাণী সব ধরেনর িতৰ্ভুজ িবেবচনা কির।

Lemma. Mulan-এর সেবর্াত্তম েকৗশল হেলা এমন একিট িবনু্দ েবেছ েনওয়া, যােত কাটা িতৰ্ভুেজ θ-এর
একিট েকাণ ৈতির হয়।

Proof. যিদ েস এই ৈবিশষ্টয্যুক্ত একিট িবনু্দ েবেছ েনয়, তাহেল Shan-Yu েযভােবই জবাব িদক না েকন,
Mulan সবর্দা অবিশষ্ট িতৰ্ভুজিট েবেছ িনেত পারেব।

এখন আমােদর সব সম্ভাবয্ θ িনণর্য় করেত হেব। যিদ আমরা Shan-Yu-েক হারােত পাির, তেব তা θ-এর
একিট direct multiple-এর মাধয্েম হেত হেব, অথর্াৎ A,B,C-এর েকান একিট θ-এর multiple। এিট
সহেজই prove করা যায়। ধরা যাক A = nθ েকােনা একিট n-এর জনয্। যিদ n িবেজাড় হয়, তাহেল Mulan
এমন একিট িবনু্দ েবেছ িনেত পাের যােত A-েক (n−1)θ এবং θ-েত কাটা যায়, এবং তখন ফলাফল Lemma
1 েথেক আেস। অনয্থায়, n েজাড় হেল িবষয়িট trivial। সুতরাং, যিদ েকােনা k ∈ Z+-এর জনয্ এিট সম্ভব
হয় এবং Mulan তা অজর্ন করেত পাের, তেব এমন সমাধান আেছ।

এখন, Shan-Yu পৰ্াথিমক িতৰ্ভুজিট বাছাই করেল েস সব্াভািবকভােবই এমন িতৰ্ভুজ েনেব না যার েকান একিট
েকাণ θ। িকন্তু তার েকাণগুেলার েযাগফল অবশয্ই 180◦ হেত হেব। যিদ েকােনা k-এর জনয্ 180 = kθ হয়,
তাহেল Shan-Yu েহের যােব, কারণ যিদ T -এর েকাণগুেলা x, y, এবং z হয়, তেব x+ y+ z = 180 = kθ
েথেক েবাঝা যায় েয িতৰ্ভুেজর েভতের উপযুক্ত একিট িবনু্দ েবেছ িনেল Mulan িদব্তীয় েরখার সেঙ্গ এমন একিট
েকাণ ৈতির করেত পাের, যা সবর্তৰ্ 180◦ েদয়; অথর্াৎ, এমন একিট িবনু্দ সিঠকভােব েবেছ েনওয়া যায় যােত
ৈতির হওয়া েকাণগুেলা θ-এর িনখুঁত গুিণতক হয়।

এরপর েস বারবার Lemma পৰ্েয়াগ কের েখলা িজতেত পারেব।
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অতএব, Mulan িঠক তখনই জয় িনিশ্চত করেত পাের যখন

θ =
180◦

n

েকােনা পূণর্সংখয্া n ≥ 2-এর জনয্। লক্ষয্ কেরা, n ≥ 2 হেত হেব, কারণ িতৰ্ভুজিট nondegenerate।

সমসয্া ৫
ধরা যাক R>0 হেলা ধনাত্মক বাস্তব সংখয্ার সমিষ্ট। সকল ফাংশন f : R>0 → R>0 িনণর্য় কেরা, যােত√

x2 + f(y)2

2
≥ f(x) + y

2
≥

√
xf(y)

পৰ্িতিট x, y ∈ R>0-এর জনয্।

সমাধান
উত্তর হেলা সকল f(x) = x+ c , েযখােন c ≥ 0।

Z
0 2 4 6 8 10 12 14 · · ·

06 10 12 15 18 20 24

an, an+1, . . . , an+T−1︸ ︷︷ ︸
period T

, an+T = an + 30, . . .

L = 30

Period 1 Period 2 (shifted by L)

িচতৰ্ 5: After finitely many steps, the sequence consists exactly of those integers ≥ a1
whose residue modulo L belongs to a fixed set F . Hence it becomes periodic with
difference L.

ধরা যাক P (x, y) দব্ারা পৰ্দত্ত শতর্িট েবাঝােনা হেচ্ছ। y = x এবং পের x = f(y) বসােল পাই

f(f(y)) + y = 2f(y).

অতএব, পৰ্িতিট y-এর জনয্ y, f(y), f 2(y), . . . একিট arithmetic progression, যার common difference
d(y) := f(y)− y। েযেহতু সব পদই ধনাত্মক, তাই d(y) ≥ 0। এখন x > y হেল P (f(x), y) েথেক পাই

2f(x)− x+ y

2
≥

√
f(x)f(y).

যিদ f(x) ≤ f(y) হয়, তেব ডানপক্ষ অন্তত f(x), ফেল উপেরাক্ত অসমতা েথেক y ≥ x আেস, যা িবেরাধ।
তাই f increasing।
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x

f(x) (or iterates)

y = x+ d1

y = x+ d2

d1 > d2

x

f(x)

f 2(x)

f 3(x)

y
f(y)

f 3(y)

f 5(y)

f 9(y)

n0

Overtaking

Since x < y but fn0(x) ≥ fn0(y),
the increasing property is violated.

Hence d(x) = d(y) for all x, y.

িচতৰ্ 6: If d(x) > d(y) > 0, the blue iterates (starting from a smaller x) eventually overtake
the red iterates (starting from a larger y), contradicting the fact that f is increasing.
Therefore d(x) is constant, giving f(x) = x+ c.
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ধরা যাক d(x) > d(y) > 0। তখন fn(x) = x + nd(x) এবং fn(y) = y + nd(y), আর যেথষ্ট
বড় n-এর জনয্ fn(x) > fn(y) হেব। িকন্তু f increasing হওয়ায় x < y(WLOG) হেল সব n-এর জনয্
fn(x) < fn(y) হওয়া উিচত। Contradiction। সুতরাং d(x) শূনয্ বয্তীত সবর্ািধক একিটই মান িনেত
পাের।

এখন ধরা যাক f(a) = a। যিদ েকােনা b < a-এর জনয্ f(b) = b + c > b হয়, তেব A := {b <
x ≤ a | f(x) = x} িনই এবং m := inf(A) ধির। যিদ m ∈ A হয়, তেব যেথষ্ট েছাট ε-এর জনয্
f(m− ε) = m− ε+ c > m = f(m), যা f increasing হওয়ার সেঙ্গ contradiction। যিদ m /∈ A
হয়, তেব যেথষ্ট েছাট ε-এর জনয্ f(m + ε) = m + ε < m + c = f(m), যা আবার Contradiction।
অতএব, f(a) = a হেল x ≤ a-এর জনয্ f(x) = x।

মন্তবয্। যিদ
g(f(x)) = g(x) ∀x > 0,

হয়, তেব এিট g েয injective অথবা constant তা িসদ্ধােন্ত আসার জনয্ পযর্াপ্ত নয়। কারণ, g(f(x)) = g(x)
শুধুমাতৰ্ বেল েয g পৰ্েতয্ক orbit

x, f(x), f 2(x), . . .

এর উপর constant থােক। এিট g-এর global injectivity িকংবা global constancy িনিশ্চত কের না।
উদাহরণসব্রূপ, যিদ শুধুমাতৰ্ identity

g(f(x)) = g(x)

িবেবচনা কির, তেব অেনক non-constant, non-injective function আেছ যা এিট satisfied কের। তাই
এই relation একা েথেক

f(x) = x+ b

িসদ্ধােন্ত আসা অপযর্াপ্ত।
অতএব, আমােদর অবশয্ই f -এর ইিতমেধয্ পৰ্িতিষ্ঠত ৈবিশষ্টয্গুেলা, েযমন injectivity, monotonicity,

এবং arithmetic progression

fn(x) = x+ n
(
f(x)− x

)
,

অিতিরক্তভােব বয্বহার করেত হেব পৰ্মাণ করার জনয্ েয রািশ

g(x) = f(x)− x

পৰ্কৃতপেক্ষ সমগৰ্ েডােমইেন constant। ফলসব্রূপ,

f(x) = x+ b, b ≥ 0.

সমসয্া ৬
ধরা যাক a1, a2, a3, . . . হেলা ১-এর েচেয় বড় ধনাত্মক পূণর্সংখয্ার একিট অসীম ধারাবািহক।

ধরা যাক, সকল ধনাত্মক পূণর্সংখয্া n-এর জনয্ an+1 হেলা an-এর েচেয় বড় কু্ষদৰ্তম ধনাত্মক পূণর্সংখয্া,
যােত পৰ্িতিট i = 1, 2, . . . , n-এর জনয্ gcd(an+1, ai) > 1 হয়।

পৰ্মাণ কেরা েয এমন ধনাত্মক পূণর্সংখয্া T এবং L আেছ েযন

an+T = an + L

পৰ্িতিট ধনাত্মক পূণর্সংখয্া n-এর জনয্।
(লক্ষয্ কেরা, এখােন gcd(x, y) দব্ারা ধনাত্মক পূণর্সংখয্া x ও y-এর greatest common divisor

েবাঝােনা হেয়েছ।)
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সমাধান
Remark (উদাহরণ: a1 = 15). িনেচর পৰ্মাণিট েবাঝার সুিবধার জনয্ পৰ্থেম একিট উদাহরণ েদখা যাক।
যিদ

a1 = 15,

তাহেল ধারািটর পৰ্থম কেয়কিট পদ হেব

(an)n≥1 = (15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 45, 48, 50, 54, . . .).

এখন লক্ষয্ করুন, এই ধারািটেক অনয্ভােবও বণর্না করা যায়। এিট িঠক েসই সকল পূণর্সংখয্া (১৫ েথেক
শুরু কের) েযগুেলা

{2 · 3, 3 · 5, 2 · 5}

-এর অন্তত একিট দব্ারা িবভাজয্।
উদাহরণসব্রূপ, 42-এর মেধয্ থাকা েমৗিলক গুণনীয়ক 7 সমূ্পণর্ irrelevant; কারণ 18 ইেতামেধয্ই একই
কাজ সম্পন্ন কের।
অতএব, েকােনা সংখয্া ধারািটর অন্তভুর্ক্ত হেব িক না, তা েকবলমাতৰ্ তার

an (mod 30)

মােনর উপর িনভর্র কের। ফেল এখােন
L = 30

এবং
T

িহেসেব েসই residue class-এর সংখয্া েনওয়া যায় েযগুেলা বাস্তেব ধারায় উপিস্থত হয় (এই উদাহরেণ
T = 8)।

15 18 20

30 24 36 40

4245

Green: ≺-minimal.
Red: not minimal.
Sequence = integers
≥ 15 with radical a
multiple of {15, 6, 10}.

Hasse diagram of the partial order ≺ for a1 = 15. The minimal elements are 15, 18, 20. Their
radicals {15, 6, 10} determine the whole tail of the sequence.

এখন িবষয়িটেক আনুষ্ঠািনকভােব পৰ্কাশ করার জনয্ ধারার উপর একিট partial order সংজ্ঞািয়ত কির।
আমরা িলখব

am ≺ an ⇐⇒ m < n এবং rad(am) | rad(an).
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(উদাহরণসব্রূপ, a1 = 15 হেল
18 ≺ 42.

)
এই relation-এর মূল উেদ্দশয্ হেলা, যিদ

am ≺ an,

তেব an-এর উপিস্থিত নতুন েকােনা তথয্ েযাগ কের না; অথর্াৎ an কাযর্ত irrelevant। এিট িনেম্নর দািবিট

n an Factorization rad(an) ≺-minimal?
1 15 3 · 5 15 ✓
2 18 2 · 32 6 ✓
3 20 22 · 5 10 ✓
4 24 23 · 3 6 × (18 already has rad 6)
5 30 2 · 3 · 5 30 × (contains rad 15)
6 36 22 · 32 6 ×
7 40 23 · 5 10 ×
8 42 2 · 3 · 7 42 × (6 divides 42)
9 45 32 · 5 15 ×
10 48 24 · 3 6 ×
11 50 2 · 52 10 ×
12 54 2 · 33 6 ×

সারণী 2: The first few terms of the sequence for a1 = 15. A term is ≺-minimal if no
earlier term has a radical dividing its radical. The set of radicals of minimal terms is
{15, 6, 10}; all later terms share at least one prime factor with each of these.

দব্ারা স্পষ্ট হয়।

Claim. েযেকােনা পূণর্সংখয্া x ≥ 1 এর জনয্ িনেচর শতর্গুেলা পরস্পর equivalent:

� x ধারায় উপিস্থত হয়;

� পৰ্েতয্ক i ≥ 1 এর জনয্
gcd(x, ai) > 1;

� পৰ্েতয্ক ai < x এর জনয্
gcd(x, ai) > 1;

� পৰ্েতয্ক ≺-minimal পদ ai এর জনয্

gcd(x, ai) > 1;

� পৰ্েতয্ক ≺-minimal পদ ai < x এর জনয্

gcd(x, ai) > 1.
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Proof. পৰ্িতিট সমতুলয্তা সরাসির ধারার definition েথেকই অনুসরণ কের। □

এখন েথেক এমন একিট েমৗিলক সংখয্া p-েক large prime বলব যিদ

p > a21,

এবং অনয্ সকল েমৗিলক সংখয্ােক small prime বলব।
িনেচর দািবিটই পুেরা পৰ্মােণর মূল অংশ।

Claim.
যিদ an েকােনা large prime দব্ারা িবভাজয্ হয়, তেব an কখেনাই ≺-minimal নয়।

Proof.
n এর উপর induction কির।
ধির,

an = pc,

েযখােন p একিট large prime।
এখন

q

েহাক
gcd(a1, an)

-এর েযেকােনা একিট েমৗিলক গুণনীয়ক।
তাহেল সংখয্াগুেলা িবেবচনা কির

c, qc, q2c, q3c, . . .

এেদর অন্তত একিট অবশয্ই interval

[a1, an)

-এর মেধয্ অবস্থান করেব, কারণ
an
a1
≥ p

a1
> a1 ≥ q.

ধির েসই সংখয্ািট
qkc.

এখন আমরা েদখােবা েয
qkc

অবশয্ই ধারার একিট পদ।
ধরা যাক ai একিট ≺-minimal পদ এবং

ai < an.

Induction hypothesis অনুযায়ী

p ∤ ai.

অতএব,
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gcd(qkc, ai) ≥ gcd(an, ai) > 1.

সুতরাং Claim অনুযায়ী

qkc

ধারায় উপিস্থত হেব।
িকন্তু

qkc < an,

অথর্াৎ an ≺-minimal হেত পাের না।
□

এখন অবিশষ্ট অংশ েকবল bookkeeping।
ধির

P = {সমস্ত small prime},
অথর্াৎ

p ≤ a21.

এবং পৰ্েতয্ক

a ∈ N

এর জনয্ সংজ্ঞািয়ত কির

S(a) = {েয সকল small prime p, p | a} ⊆ P,

এবং

F = {S(an) | n ≥ 1} ⊆ 2P .

তখন ধারািটেক সমূ্পণর্রূেপ এভােব বণর্না করা যায়—
ধারািট িঠক েসই সকল পূণর্সংখয্া

a ≥ a1

যােদর জনয্

S(a) ∈ F .

অথর্াৎ েকােনা সংখয্া ধারার অন্তভুর্ক্ত হেব িক না, তা েকবলমাতৰ্ তার small prime divisors-এর উপর
িনভর্র কের।

ফেল এিট িনভর্র কের েকবলমাতৰ্

a (mod
∏
p∈P

p).

অতএব,
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L =
∏
p∈P

p

েনওয়া যায় এবং

T

হেব েসই residue class-এর সংখয্া েযগুেলা বাস্তেব ধারায় উপিস্থত হয়।
অতএব,

an+T = an + L

যেথষ্ট বড় সকল n এর জনয্ সতয্।
এেতই পৰ্মাণ সমূ্পণর্।

■
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