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1 Introduction
অিলিম্পয়াড গিণেত অয্ালেজবরার সবেচেয় নান্দিনক এবং একইসােথ ভীিতজাগািনয়া শাখা হেলা ফাংশনাল
সমীকরণ। তুিম যখন িজওেমিটৰ্র একিট সমসয্া েদেখা, তখন তুিম জােনা েসখােন কী খুঁজেত হেব—অয্ােঙ্গল
েচিজং, সাইিক্লক েকায়ািডৰ্েলটারাল ইতয্ািদ। তুিম যখন একিট কিমব্েনটিরক্স পৰ্বেলম েদেখা, তুিম জােনা েসখােন
িপিজয়নেহাল িপৰ্িন্সপল বা ডাবল কাউিন্টং থাকেত পাের। িকন্তু যখন একিট ফাংশনাল সমীকরণ েতামার সামেন
আেস, েযমন f(x+ f(y)) = f(x) + y, তখন মেন হয় েযন শূেনয্র মােঝ দাঁিড়েয় আেছা। েকাথা েথেক শুরু
করেব? কী মান বসােব? েকন বসােব?

ফাংশনাল সমীকরণ সমাধান করা একিট েগােয়ন্দার কােজর মেতা। েতামার সামেন একিট অজ্ঞাত বয্িক্ত
(ফাংশন) আেছ। তুিম সরাসির তােক িজেজ্ঞস করেত পােরা না েস েক— কারণ সমীকরণ েতামােক েসই সুিবধা
েদয় না। িকন্তু তুিম তােক পরীক্ষা করেত পােরা িবিভন্ন মান বিসেয়, তার পৰ্িতিকৰ্য়া েদখেত পােরা, এবং ধীের
ধীের তার পিরচয় উেন্মাচন করেত পােরা। পৰ্িতিট Substitution হেলা একিট পৰ্শ্ন। পৰ্িতিট আউটপুট হেলা
একিট সাক্ষয্। এবং েতামার কাজ হেলা এই সাক্ষয্গুেলা জুেড় একিট সমূ্পণর্ ছিব ৈতির করা।

1.1 সংেকত ও েনােটশন
পুেরা বইজুেড় আমরা িকছু িনিদর্ষ্ট েনােটশন বয্বহার করব:

• R,Q,Z,N: যথাকৰ্েম বাস্তব, মূলদ, পূণর্ এবং সব্াভািবক সংখয্ার েসট। R+ মােন সকল ধনাত্মক বাস্তব
সংখয্া।

• f(x) ≡ c: এর মােন হেলা ফাংশনিট একিট ধৰ্ুবক ফাংশন এবং সব x এর জনয্ই এর মান c।

• P (x, y): এিট একিট অয্াসারশন (Assertion) বা িববৃিত। এিট দব্ারা েবাঝােনা হেব েয মূল সমীকরেণ
x এবং y এর একিট িনিদর্ষ্ট মান বসােনা হেয়েছ।

1.2 পৰ্থম েদখায় কী করেব? (Reconnaissance)
েযেকােনা সমীকরণ হােত পাওয়ার পর পৰ্থম কাজ হেলা কলম না ধের শুধু েচাখ িদেয় পড়া। তাড়াহুেড়া কের
x = 0 বসােনার আেগ িনেচর পাঁচিট পৰ্শ্ন িনেজেক কেরা। এই পুেরা পৰ্িকৰ্য়ািট মাতৰ্ এক িমিনেটর।
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The 5-Second Diagnostic

1. কতিট সব্াধীন চলক? এক, দুই, নািক িতন? েবিশ হেল সমসয্া জিটল, িকন্তু েবিশ তথয্ও পাওয়ার
সুেযাগ েবিশ।

2. েকােনা চলক িক ফাংশেনর বাইের ``মুক্ত'' আেছ? যিদ ডানপােশ y একা থােক (েযমন . . . =

xf(x) + y), তেব Surjectivity পৰ্ায় িনিশ্চত এবং Injectivity পৰ্মাণ করা সহজ হেব।

3. েডােমইন কী? f : Q → Q হেল পয্াথলিজকয্াল সমাধােনর ভয় েনই। f : R → R হেল সতকর্
থােকা।

4. েকােনা িসেমিটৰ্ আেছ? x এবং y অদলবদল (swap) করেল িক সমীকরণ একই থােক? থাকেল
Swapping Trick কাজ করেব।

5. সহজ Guess কেরা: f(x) = x, f(x) = −x, f(x) = c এর েযেকােনািট িক কাজ কের?
৩০ েসেকেন্ড েচক কেরা। এিট েতামার Target জািনেয় েদেব।

এই পাঁচিট পযর্েবক্ষণ েতামােক একিট েরাডময্াপ েদেব। তুিম জানেব েকাথায় েযেত চাও। এরপর শুরু হেব
আসল কাজ।

1.3 ফাংশেনর চিরতৰ্
েযেকােনা ফাংশনাল সমীকরেণ হাত েদওয়ার আেগ ফাংশেনর ৈবিশষ্টয্ সম্পেকর্ সব্চ্ছ ধারণা থাকেত হেব।

ফাংশেনর এনাটিম (Anatomy of a Function)

ধির f : A → B একিট ফাংশন।

• Domain (A): েযসব মান ফাংশেন ইনপুট িহেসেব েদওয়া যায় (েযমন R বা Q)।

• Codomain (B): ফাংশেনর আউটপুটগুেলা েয েসেটর েভতের থাকার কথা।

• Image (f(A)): ফাংশেন েডােমইেনর সব মান বসােল আউটপুট িহেসেব েয মানগুেলা সিতয্
সিতয্ই পাওয়া যায়। মেন রাখেব, Image আর Codomain এক নয়!

• Preimage: একিট িনিদর্ষ্ট আউটপুট y এর জনয্ েয ইনপুট x বসােল f(x) = y হয়, েসটাই
হেলা িপৰ্-ইেমজ।

Injective, Surjective ও Bijective

Injective (এক-এক): যিদ f(a) = f(b) হয়, তেব গািণিতকভােব পৰ্মাণ করা যায় েয a = b। অথর্াৎ,
িভন্ন িভন্ন ইনপুেটর জনয্ আউটপুটও িভন্ন হেব।
Surjective (সািবর্ক): েকা-েডােমইেনর পৰ্িতিট মান y-এর জনয্ই েডােমইেন এমন অন্তত একিট x

থাকেব েযন f(x) = y হয়। অথর্াৎ, Image এবং Codomain সমান হেয় যায়।
Bijective: ফাংশনিট একইসােথ Injective এবং Surjective হেল তােক Bijective বেল।
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এগুেলা েকন গুরুতব্পূণর্? আমরা একটু পেরই তা েদখব। তেব আপাতত এতটুকু মেন রােখা: ফাংশনাল
সমীকরেণ ইনেজিক্টিভিট এবং সারেজিক্টিভিট হেলা আমােদর সবেচেয় বড় অস্তৰ্। একিট ফাংশন যিদ ইনেজিক্টভ
হয়, তেব আমরা সমীকরেণর দুইপাশ েথেক ফাংশনিট "েকেট" েফলেত পাির!

2 েমৗিলক ধারণা

2.1 ফাংশনাল সমীকরণ কী?
বীজগিণেত আমরা অজ্ঞাত চলক বা Variable (x, y, z) েবর কির। েযমন: x2 − 5x + 6 = 0। এখােন
আমােদর লক্ষয্ হেলা একিট িনিদর্ষ্ট সংখয্া খুঁেজ েবর করা। িকন্তু ফাংশনাল সমীকরেণ আমরা েকােনা িনিদর্ষ্ট সংখয্া
খঁুিজ না, আমরা খুঁিজ একিট িনয়ম বা Rule! আমরা এমন সব ফাংশন f েক খুঁজিছ যা একিট িনিদর্ষ্ট শতর্ বা
সমীকরণেক সবসময় িসদ্ধ কের।

Why are they hard?

ফাংশনাল সমীকরণ কিঠন হওয়ার মূল কারণ হেলা—এখােন েকােনা িনিদর্ষ্ট অয্ালগিরদম েনই। তুিম
চাইেল একিট িদব্ঘাত সমীকরণ ফমুর্লা িদেয় সমাধান করেত পােরা, িকন্তু f(xf(y)) = yf(x) সমাধান
করার েকােনা সরাসির ফমুর্লা েনই। এখােন েতামার একমাতৰ্ অস্তৰ্ হেলা Pattern Recognition এবং
Strategic Substitution (েকৗশলগত মান বসােনা)।

2.2 Assertion Technique
েযেকােনা ফাংশনাল সমীকরণ সমাধােনর শুরুর ধাপিট হেলা Assertion। এিট মূলত েবাঝায় সমীকরেণ x এবং
y এর েকােনা িনিদর্ষ্ট মান বসােনা এবং েসখান েথেক পাওয়া তথয্িট েরকডর্ করা। আমরা এিটেক P (x, y) িদেয়
িলিখ।

Toy Example: ধেরা সমীকরণিট হেলা f(x+ y) = f(x) + y। এেক আমরা নাম িদলাম P (x, y)।

• P (0, 0) =⇒ f(0) = f(0) + 0। (তথয্শূনয্। িকন্তু এিট জানােলা f(0) সুিনিদর্ষ্ট একিট সংখয্া।)

• P (0, y) =⇒ f(y) = f(0) + y। (িবশাল!) আমরা f(y) এর সমূ্পণর্ রূপ েপেয় েগিছ।

যিদ f(0) = c ধির, তেব f(y) = y + c।

The Core Strategy: Function Hunting

আমােদর চূড়ান্ত লক্ষয্ হেলা f(x) = . . . আকাের সমীকরণিটেক িনেয় আসা। এর জনয্ আমরা এমন
সব মান বসাব যােত সমীকরেণর বড় একিট অংশ শূনয্ হেয় যায়, বা অন্তত আমরা f(x) েক একা
(Isolate) করেত পাির।
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Guided Example 1

সকল f : R → R িনণর্য় কেরা েযন সকল বাস্তব x, y এর জনয্:

f(x+ f(y)) = f(x)− y

Initial Thoughts: এখােন x এবং y দুিট সব্াধীন চলক আেছ। লক্ষয্ কেরা, সমীকরেণর ডানপােশ y

একা আেছ! এিট একিট িবশাল কু্ল।
Execution: ধির মূল সমীকরণিট হেলা P (x, y)। চেলা x = 0 বসাই। P (0, y) =⇒ f(f(y)) =

f(0)− y। ধির f(0) = c। তাহেল f(f(y)) = c− y। এিট একিট Involution Type pattern।
এমন েকােনা y িক আেছ যার জনয্ f(y) = 0 হয়? f(f(y)) = c − y এ y = c বসােল:
f(f(c)) = 0। ধির f(c) = k। তাহেল f(k) = 0।
P (x, k) =⇒ f(x+ f(k)) = f(x)− k =⇒ f(x) = f(x)− k =⇒ k = 0।
েযেহতু k = 0: f(0) = 0, তারমােন c = 0। সুতরাং f(f(y)) = −y।
P (x, f(y)) =⇒ f(x+ f(f(y))) = f(x)− f(y) =⇒ f(x− y) = f(x)− f(y)।
এিট Cauchy Type। এখােন x = y বসােল f(0) = 0, যা সঙ্গিতপূণর্।
Key Insight: P (0, y) সরাসির f(y) না িদেয় f(f(y)) িদেয়েছ। েসখান েথেক k = 0 েবর কের
পুেরা ফাংশেনর কাঠােমা েবাঝা েগেছ।

2.3 েকান মান বসােব এবং েকন? (The Art of Substitution)
Assertion Technique-এর সবেচেয় কিঠন পৰ্শ্ন: ``আিম েকন x = 0 বসািচ্ছ? এেলােমেলাভােব মান বসােনা
িক িঠক?''

না, কখেনাই এেলােমেলা নয়। পৰ্িতিট Substitution-এর েপছেন একিট সুিনিদর্ষ্ট লক্ষয্ থােক। িনেচর
তািলকািট মুখস্থ না কের েবাঝার েচষ্টা কেরা।
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Substitution Goals — েকন েকান মান বসাব
• শূনয্ বসােনা (x = 0 বা y = 0): লক্ষয্ হেলা একিট চলক দূর কের বািকটা িনয়ন্তৰ্ণ করা।

f(x+ y) থাকেল x = 0 বসােল f(y) একা পাওয়া েযেত পাের।

• সমান বসােনা (x = y): লক্ষয্ হেলা আগুর্েমন্টেক েস্কায়ার করা বা f(f(x)) েবর করা। যখন
সমীকরণিট quadratic টাইপ মেন হয়, তখন এিট েচষ্টা কেরা।

• ঋণাত্মক বসােনা (y = −x): লক্ষয্ হেলা ফাংশনিট Even না Odd তা েবাঝা। f(0) এর মান
েবর করার জনয্ও এিট কাযর্কর।

• Fixed Point বসােনা: যিদ ইেতামেধয্ জােনা f(c) = c বা f(c) = 0, েসই মান বসাও।
সমীকরেণর একিট পুেরা অংশ বািতল হেয় যােব।

• ফাংশেনর েভতের ফাংশন (y → f(y)): যিদ Surjectivity পৰ্মাণ হেয় থােক, y এর জায়গায়
f(y) বসােল f(f(y)) আেস। এিট িদেয় Involution পৰ্মাণ হয়।

• ইটােরশন (x → f(x)): সমীকরণেক ``এক ধাপ এিগেয়'' িনেয় যাওয়া। উচ্চস্তেরর সমসয্ায়
এিট পৰ্ায়ই Cauchy-type সমীকরণ েবর কের েদয়।

The Mental Model: Think Backwards
একজন অিভজ্ঞ অিলিম্পয়ান সবসময় েপছন েথেক ভােব। েস িনেজেক িজেজ্ঞস কের: ``আিম কী
েপেত চাই?'' যিদ লক্ষয্ হয় f(f(x)) = x পৰ্মাণ করা, তেব ভােবা: সমীকরেণ েকাথায় f(f(x))

আসার সুেযাগ আেছ? েকান মান বসােল বামপােশ f(f(িকছু)) ৈতির হেব? এই উেল্টা িচন্তাভাবনাই
Substitution Engineering-এর আসল রহসয্। উত্তর েথেক েপছেন হাঁেটা, তারপর সামেন েথেক
েলেখা।

2.4 Injectivity এবং Surjectivity (Making Functions Work For You)
এই দুিট ধারণা অিলিম্পয়ােডর সবেচেয় শিক্তশালী অস্তৰ্গুেলার মেধয্ অনয্তম।

2.4.1 Injectivity (Injective Forcing)

Why do we care about Injectivity?

ধেরা তুিম েপেল f(A) = f(B)। এখন, A = B িলখেত পারাটা িক জাদুর মেতা নয়? যিদ ফাংশনিট
Injective হয়, তেব তুিম এই কাজিট িনিদব্র্ধায় করেত পােরা। েতামার কাজ হেলা সমীকরণ সমাধান
করা, িকন্তু তার আেগ েতামােক পৰ্মাণ করেত হেব ফাংশনিট Injective!

How to prove Injectivity: সবেচেয় স্টয্ান্ডাডর্ পদ্ধিত হেলা: "ধির f(a) = f(b)। এখন পৰ্মাণ করেত
হেব েয a = b।" একিট সমীকরেণ যিদ তুিম এই ধারণার পৰ্েয়াগ ঘটােত পােরা, তেব ময্ািজক কাজ করেব!

Toy Example: ধির একিট সমীকরণ আেছ: f(x+ f(y)) = f(x) + y। পৰ্মাণ কির এিট Injective।
ধির, f(a) = f(b)। আমােদর টােগর্ট হেলা a = b পৰ্মাণ করা। চেলা এমনভােব মান বসাই েযন আমরা এই
f(a) = f(b) শতর্িট বয্বহার করেত পাির। P (x, a) =⇒ f(x+f(a)) = f(x)+a P (x, b) =⇒ f(x+
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f(b)) = f(x) + b েযেহতু f(a) = f(b), তাই x+ f(a) এবং x+ f(b) আসেল একই িজিনস! তারমােন
সমীকরেণর বামপাশগুেলা সমান! সুতরাং ডানপাশগুেলাও সমান হেব: f(x) + a = f(x) + b =⇒ a = b।
বুম! পৰ্মািণত! f ইনেজিক্টভ।

Heuristic: The Isolated Variable Method
যিদ েকােনা ফাংশনাল সমীকরেণর একপােশ একিট চলক ফাংশেনর বাইের সমূ্পণর্ মুক্ত (Isolated)
অবস্থায় থােক (েযমন f(x, y) = · · · + y বা f(x, y) = · · · − c · y), তেব ফাংশনিট অবশয্ই েসই
চলেকর সােপেক্ষ Injective এবং Surjective হেব! এিট েদখেল পৰ্থেমই ইনেজিক্টিভিট পৰ্মােণর েচষ্টা
করেব।

2.4.2 Surjectivity (Surjective Forcing)

Surjectivity মােন হেলা েতামার সব বাস্তব সংখয্া (বা েকা-েডােমইেনর অনয্ েযেকােনা মান) ৈতির করার ক্ষমতা
আেছ।

Surjectivity পৰ্মাণ করার পদ্ধিত: যিদ তুিম েকােনা চলকেক একা (isolate) করেত পােরা, তেব তুিম
Surjectivity পৰ্মাণ করেত পারেব। উদাহরণসব্রূপ উপেরর সমীকরণিটই িচন্তা কেরা: f(x + f(y)) =

f(x) + y। তুিম যিদ এখােন x = 0 বসাও: f(f(y)) = f(0) + y =⇒ y = f(f(y))− f(0)। েদেখা,
সমীকরেণর ডানপােশ ফাংশেনর আউটপুটগুেলা িদেয়ই y ৈতির হেয়েছ! তুিম y-এর েয মানই চাও না েকন,
ডানপােশর এক্সেপৰ্শন তা বািনেয় িদেত সক্ষম। সুতরাং ফাংশনিট Surjective।

সারেজিক্টিভিটর পৰ্ধান সুিবধা হেলা: েযেহতু ফাংশনিট সব মান ৈতির করেত পাের, আমরা িনিদব্র্ধায় বলেত
পাির "ধির এমন একিট z আেছ েযন f(z) = 0।" (Zero Hunting)।

2.5 Cauchy Functional Equation
সম্ভবত ফাংশনাল সমীকরেণর দুিনয়ায় সবেচেয় গুরুতব্পূণর্ সমীকরণিট হেলা কিশ (Cauchy) সমীকরণ:

f(x+ y) = f(x) + f(y)

এিট েদখেত সহজ মেন হেলও এর characteristics গভীর।

Cauchy over different setups

১. Z বা Q এর উপর: যিদ f : Q → Q হয় এবং f(x+y) = f(x)+f(y) হয়, তেব f(x) = cx

(েযখােন c = f(1))। এিট পৰ্মাণ করা খুবই সহজ। f(x + x + x) = 3f(x) এভােব ইন্ডাকশন
চািলেয় করা যায়।
২. R এর উপর: যিদ ফাংশনিট R েথেক R এ সংজ্ঞািয়ত হয়, তেব িক f(x) = cx হেব? না!

The Pathological Monsters

বাস্তব সংখয্ার েসেট কিশ সমীকরেণর এমন অসংখয্ সমাধান আেছ েযগুেলা f(x) = cx আকােরর নয়!
এগুেলা অতয্ন্ত উন্মােদর মেতা আচরণ কের (pathological solutions)। এেদর গৰ্াফ এত ঘন েয তুিম
েযেকােনা িবনু্দর খুব কােছই একিট িবনু্দ পােব েযখােন ফাংশেনর মান সমূ্পণর্ িভন্ন!
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তেব অিলিম্পয়ােড আমরা সাধারণত েরগুলার (linear) সমাধানগুেলাই খুঁিজ। একিট ফাংশনেক পয্াথল-
িজকয্াল েথেক আটকােত এবং f(x) = cx হেত হেল িনেচর েযেকােনা একিট শতর্ অিতিরক্তভােব থাকেত
হেব:

1. f(x) একিট িনিদর্ষ্ট িবনু্দেত বা েযেকােনা িবরিতেত (Interval) কিন্টিনউয়াস (Continuous)।

2. f(x) একমুখীভােব (Monotonically) বৃিদ্ধ বা হৰ্াস পায়।

3. f(x) েকােনা একিট ইন্টারভােল বাউেন্ডড (Bounded) (অথর্াৎ অসীেম লাফ েদয় না)।

4. f(x) ≥ 0 (বা েকােনা িনিদর্ষ্ট িচহ্ন ধের রােখ) যখন x ≥ 0।

যিদ এর েযেকােনা একিট েদওয়া থােক, তেব তুিম িনিশ্চেন্ত িলখেত পােরা f(x) = cx।

3 Cauchy-Type Functional Equations
অিলিম্পয়াড সমীকরণ পৰ্েণতারা কখেনাই েতামােক সরাসির f(x + y) = f(x) + f(y) েদেবন না। তাঁরা
এেক িবিভন্ন বেমর্ সািজেয় (Disguise) েতামার সামেন আনেবন। েতামার কাজ হেলা এই েখালস ছাড়ােনা।

3.1 Taiwanese Transformation
Why do standard substitutions fail?

কখেনা কখেনা সমীকরেণ এমন পদ থােক েযগুেলােক তুিম েকােনাভােবই শূনয্ বা ধৰ্ুবক বানােত পােরা
না। িবেশষ কের যখন ফাংশেনর েভতের আেরকিট ফাংশন এবং বাইেরর চলক িমিশৰ্ত থােক, েযমন
f(x + f(y)) বা f(xf(x) + y)। তখন সাধারণ x = 0 মান বসােল কাজ েশষ হয় না। এই বাধা
অিতকৰ্ম করার জনয্ই আেস জাদুকরী িকছু রূপান্তর!

Taiwanese Transformation হেলা একিট সুপিরিচত িহউিরিস্টক। যখন সমীকরেণর েভতের f(y) থােক
এবং তুিম ইেতামেধয্ ফাংশনিটর ইনেজিক্টিভিট বা সারেজিক্টিভিট পৰ্মাণ কেরছ, তখন তুিম y এর জায়গায় একিট
িবেশষ এক্সেপৰ্শন বসােত পােরা।
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Guided Example 2 (The Origin of the Transformation)

ধেরা েতামার কােছ একিট সমীকরণ আেছ:

f(x− f(y)) = f(f(x))− x+ f(y)

f : R → R এবং এিট সারেজিক্টভ ও ইনেজিক্টভ (তুিম এটা এরমেধয্ই পৰ্মাণ কেরছ বেল ধের নাও)।
What Should We Try? আমরা চাই েভতেরর ঝােমলা দূর করেত। x− f(y) অংশটা িবরিক্তকর।
েযেহতু f সারেজিক্টভ, তাই েযেকােনা বাস্তব সংখয্া z-এর জনয্ এমন একিট y আেছ েযন f(y) = z।
এখন আমরা যিদ একিট চালািক কির! আমরা যিদ সমীকরেণ f(y) এর জায়গায় অনয্ িকছু বসােনার
মাধয্েম x− f(y) েক গােয়ব কের িদই?
The Transformation: েযেহতু ফাংশনিট সারেজিক্টভ, এমন একিট y আছ যার জনয্ f(y) = x হেব!
(খুব সতকর্ হও, এখােন x একিট ধৰ্ুবক িহেসেব কাজ করেছ)। তাহেল P (x, y) েযখােন f(y) = x,
আমােদর েদয়: f(x−x) = f(f(x))−x+x =⇒ f(0) = f(f(x)) েযেহতু ফাংশনিট ইনেজিক্টভ,
f(0) = f(f(x)) =⇒ f(x) = 0 সবর্দাই। িকন্তু এিট মূল সমীকরণেক িসদ্ধ কের না। এর মােন
েকাথাও েকােনা পয্াঁচ আেছ! (উইথডৰ্য়াল: এই অয্ােপৰ্াচিট েফল করল)।
Let's Try Again (The Real Taiwanese Step): লক্ষয্ কেরা f(f(x)) একিট পদ আেছ। আমরা যিদ
সমীকরণিটেক ৈরিখক (Linear) পৰ্মাণ করেত চাই, আমােদর f(x+y) এর মেতা িকছু লাগেব। আমরা
যিদ মূেল িফের িগেয় x → f(x) বসাই: P (f(x), y) =⇒ f(f(x) − f(y)) = f(f(f(x))) −
f(x) + f(y)। এই রূপান্তরগুেলা সমীকরেণর েভতের িসেমিটৰ্ ৈতির কের যা পের কাটাকািট করেত
সাহাযয্ কের।

3.2 Variations (Jensen Reduction)
আেরকিট অিতপিরিচত ফমর্ হেলা েজনেসেনর সমীকরণ (Jensen's Equation):

f

(
x+ y

2

)
=

f(x) + f(y)

2

এই সমীকরণিটেক কিশ সমীকরেণ রূপান্তর করা খুব সহজ। Reduction: ধির g(x) = f(x) − f(0)।
(এই িশফিটং েটকিনকিট মাথায় েগঁেথ নাও। এিট ধৰ্ুবক পদ বািতল কের)। তাহেল g(0) = 0। েজনেসন
সমীকরণ g-এর জনয্ দাঁড়ায়: g

(
x+y
2

)
+ f(0) = g(x)+g(y)+2f(0)

2
=⇒ g

(
x+y
2

)
= g(x)+g(y)

2
। এখন

y = 0 বসাও: g(x/2) = g(x)/2। তাহেল মূল সমীকরেণ g(x)/2 এর মান বিসেয় িদেল আমরা পাই
g(x+ y) = g(x) + g(y)। এিট আমােদর িচরেচনা কিশ সমীকরণ! অতএব, েজনেসন সমীকরেণর সমাধান
হেলা f(x) = cx+ d।

4 Double Counting Techniques
কিমব্েনটিরেক্স আমরা ডাবল কাউিন্টং বয্বহার কির। ফাংশনাল সমীকরেণও পৰ্ায় একই ধরেনর একিট েকৗশল
আেছ, যােক আমরা বিল "Symmetry Exploitation" বা "Swapping Variables"।
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4.1 Switching and Symmetry

The Swapping Trick

যিদ এমন েকােনা এক্সেপৰ্শন থােক েযখােন x এবং y এর জায়গা অদলবদল (Swap) করেল সমীকরেণর
একিট পাশ অপিরবিতর্ত থােক, তেব অপর পাশিটও সমান হেত বাধয্!

Toy Example: f(x+ y) + f(x− y) = g(y) + x যিদ আমরা x, y েক y, x দব্ারা পৰ্িতস্থাপন কির:
P (y, x) =⇒ f(y+x)+f(y−x) = g(x)+y বামপােশর পৰ্থম পদিট (f(x+y)) দুই েক্ষেতৰ্ই সমান। যিদ
ফাংশনিট Even হয় (অথর্াৎ f(x) = f(−x)), তেব বামপােশর িদব্তীয় পদিটও সমান! ফেল দুই সমীকরেণর
বামপাশ পুেরাপুির িমেল যায়, এবং আমরা িলখেত পাির: g(y)+x = g(x)+y =⇒ g(x)−x = g(y)−y।
েযেহতু x এবং y সব্াধীন চলক, একিট এমন এক্সেপৰ্শন যা x ও y এর জনয্ সমান, তা অবশয্ই একিট ধৰ্ুবেকর
সমান হেত হেব! g(x)− x = c =⇒ g(x) = x+ c।

Why this Works?

এিট কাজ কের কারণ আমরা একিট গািণিতক বস্তুেক (এই েক্ষেতৰ্ বামপক্ষেক) দুিট িভন্ন িদক েথেক
ৈতির কেরিছ এবং তােদর সমান দািব কেরিছ। এিট অতয্ন্ত শিক্তশালী কারণ এিট মাঝখােনর জিটল
ফাংশনগুেলার উপর িনভর্রতা কিমেয় সরাসির একিট সহজ সমীকরণ এেন েদয়।

4.2 Three Variables Method (Cyclic Substitutions)
কখেনা কখেনা দুিট চলক িদেয় কাজ হয় না, তখন আমরা একিট কৃিতৰ্ম তৃতীয় চলক z আমদািন কির।
ধেরা, f(x + y) = f(x) + f(y) পৰ্মাণ করেত চাও। তুিম জােনা ফাংশনিট f(x + y + z) েত িলিনয়ার।
f(x+(y+ z)) িচন্তা করেল তুিম একিট পয্াটানর্ পােব, আবার f((x+y)+ z) িচন্তা করেল আেরকিট পয্াটানর্
পােব। েযেহতু ফাংশেনর িনয়ম বদলায় না, তুিম এই দুই পয্াটানর্েক সমান ধের নতুন সমীকরণ েপেত পােরা।
এই েকৗশল সাধারণত TST বা IMO Shortlist এর সমসয্ায় েদখা যায়।

5 Functional Equation Toolbox (িহউিরিস্টকস)
সমসয্া সমাধােনর সময় তুিম বারবার থমেক যােব। এটাই সব্াভািবক। েসই মুহূেতর্ েতামার দরকার একিট টুলবক্স।
িনেচর টুলগুেলা েতামার েবৰ্ইেন ইন্সটল কের নাও। সমসয্া সমাধােনর আেগ িনেচর পয্াটানর্গুেলা িচেন রাখেল
অেধর্ক কাজ এিগেয় থাকেব।
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সমীকরেণর েচহারা েদেখ কী েবাঝা যায়
• ডানপােশ y একা (েযমন f(. . .) = g(x) + y): =⇒ ফাংশনিট Surjective। Injectivity

পৰ্মােণর েচষ্টা কেরা।

• f(f(. . .)) আেছ: =⇒ Involution (f(f(x)) = x) এর সম্ভাবনা। x = 0 বিসেয় েদেখা।

• গুণফেলর আকার (েযমন f(xy) বা f(x)f(y)): =⇒ Logarithm বা Power function
হওয়ার সম্ভাবনা। x = y = 1 বিসেয় শুরু কেরা।

• f(x2) বা f(x2 + . . .) আেছ: =⇒ Even function বা f(x) = ±x টাইপ সমাধােনর
ইিঙ্গত। x → −x বিসেয় Even/Odd েচক কেরা।

• সমীকরেণ x এবং y symmetric: =⇒ Swapping Trick। x, y অদলবদল কের দুিট
সমীকরণ িবেয়াগ কেরা।

• Setting Variables to Zero: সবেচেয় সাধারণ েকৗশল। P (0, 0), P (x, 0), P (0, y) েচক করা।

• Equalizing Expressions: x এবং y এর এমন মান বসােনা েযন ফাংশেনর েভতেরর আগুর্েমন্টগুেলা
সমান হেয় যায় (েযমন x = y বসােনা)।

• Creating Cancellation: সমীকরেণর দুইপােশ একই পদ ৈতির কের তা েকেট েদওয়া।

• Fixed Points: এমন একিট মান c েখাঁজা যার জনয্ f(c) = c। এিট ইনেজিক্টিভিট পৰ্মােণর পর অেনক
কােজ েদয়।

• Involutions: পৰ্মাণ করা েয f(f(x)) = x। এিট পৰ্মাণ করেত পারেল তুিম িবনা পিরশৰ্েম বলেত
পারেব ফাংশনিট Bijective!

• Iterating: x-এর জায়গায় f(x) বিসেয় সমীকরণেক এক ধাপ সামেন িনেয় যাওয়া।

• Shifting: f(x) এর বদেল f(x) + c বা f(x) − x এর মেতা নতুন ফাংশন সংজ্ঞািয়ত করা যােত
সমীকরণিট সহজ রূপ লাভ কের।

• Guess-and-Prove Strategy: অিলিম্পয়ােডর ৮০% সমীকরেণর উত্তর হয় ধৰ্ুবক (c), লাইন (cx),
অথবা সরল েকােনা এক্সেপৰ্শন (cx+d, cx2)। পৰ্থেমই উত্তরিট guess কেরা, তারপর উেল্টাপেথ েহঁেট
পৰ্মাণ কেরা!

Mini Challenge

পৰ্মাণ কেরা েয যিদ f(f(x)) = x হয় এবং f(x) সমীকরণিট R → R এ িডফাইন করা থােক, তেব
ফাংশনিট অবশয্ই Injective এবং Surjective। (এিট িনেজ খাতায় গািণিতকভােব পৰ্মাণ করার েচষ্টা
কেরা। কু্ল: ইনেজিক্টিভিটর জনয্ f(a) = f(b) ধের উভয়পােশ f পৰ্েয়াগ কেরা!)
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5.1 আটেক েগেল কী করেব? (The Unstuck Protocol)
৩০ িমিনট েচষ্টা কেরছ, িকছু েবর হেচ্ছ না। এখন কী? িনেচর ধাপগুেলা পযর্ায়কৰ্েম েচষ্টা কেরা।

When You Hit a Wall
ধাপ ১ — িনেজেক পৰ্শ্ন কেরা: ``আিম কী ধের িনেয়িছ যা ধরার কথা নয়?'' অেনক সময় আমরা
অজােন্ত Domain-এর বাইের মান বসাই বা Injectivity না পৰ্মাণ কেরই বয্বহার কির। পৰ্িতিট ধাপ
আবার েচক কেরা।

ধাপ ২ — উেল্টা িদক েথেক িচন্তা কেরা: তুিম িক জােনা উত্তরিট কী? যিদ f(x) = x সেন্দহ হয়,
তাহেল ধের নাও f(x) = x এবং েদেখা সমীকরেণ েকাথায় েসিট বয্বহার করেল Contradiction
আেস। এই Contradiction-ই েতামােক পরবতর্ী Substitution-এর ধারণা েদেব।

ধাপ ৩ — িসেমিটৰ্ েখাঁেজা: x এবং y swap কেরা। দুিট সমীকরণ পাশাপািশ রােখা। িবেয়াগ কেরা।
অেনক সময় অপৰ্তয্ািশত তথয্ েবর হয়।

ধাপ ৪ — সহজ কেরা: তুিম যিদ f : R → R িনেয় কাজ করেত করেত আটেক যাও, একটু েচষ্টা
কেরা সমীকরণিট f : Q → Q এর উপর েবাঝার। সহজ Domain-এ সমাধােনর ধরন বুঝেল পের
Real এ পৰ্মাণ করা সহজ হয়।

The 80/20 Rule of FE

অিলিম্পয়ােডর ৮০% ফাংশনাল সমীকরেণ উত্তর হয় িতনিটর মেধয্ একিট: f(x) = cx, f(x) =

cx+ d, অথবা f(x) ≡ c। তুিম যিদ এই িতনিট েচক কের আটেক যাও, তেব সমসয্ািট সম্ভবত বলেছ:
``Surjectivity বা Injectivity পৰ্মাণ কেরা পৰ্থেম।'' ওইখান েথেক শুরু কেরা।

6 সাধারণ ভুল (Common Mistakes)
নতুনেদর েক্ষেতৰ্ ফাংশনাল সমীকরণ েশখার সময় িকছু মানিসক ফাঁেদ পা েদওয়া খুবই সাধারণ ঘটনা। অিল-
িম্পয়ােডর খাতায় এই ভুলগুেলার জনয্ সরাসির িজেরা েদওয়া হয়।

6.1 Pointwise Trap (িবনু্দিভিত্তক ফাঁদ)

The Ultimate Trap: Pointwise vs Global

ধেরা তুিম গািণিতক িহসাব কের একটা পযর্ােয় েপৗঁছােল:

(f(x)− x)(f(x) + x) = 0

এর মােন হেলা, পৰ্িতিট িনিদর্ষ্ট x এর জনয্, হয় f(x) = x নতুবা f(x) = −x। Common Trap:
অেনেকই এরপর লাফ িদেয় িলেখ েফেল: "অতএব ফাংশনিট হয় f(x) = x সকল x এর জনয্, অথবা
f(x) = −x সকল x এর জনয্।" এিট ডাহা ভুল!

∞ Let Infinity Be Your Limit ∞ | 12



Josephite Math Club

Counterexample (The Jumping Monster): ধেরা একিট ফাংশন এমনভােব িডফাইন করা হেলা:

f(x) =

x যিদ x ∈ Q

−x যিদ x /∈ Q

এই ফাংশনগুেলার জনয্ (f(x)−x)(f(x)+x) = 0 সবর্দাই সতয্! তুিম যিদ শুধুমাতৰ্ একিট েগ্লাবাল অয্াসারশন
দাও, তুিম এই িমক্সড সমাধানগুেলা হািরেয় েফলেব।

How to survive: এই ফাঁদ েথেক বাঁচার উপায় হেলা কৰ্স-ভয্ালু (Cross-value) কনটৰ্ািডকশন ৈতির
করা। েতামােক পৰ্মাণ করেত হেব েয ফাংশনিট যিদ একিট িবনু্দেত x হয় এবং অনয্ একিট িবনু্দেত −x হয়,
তেব মূল সমীকরেণ তা িবরুদ্ধাচারণ (Contradiction) ৈতির কের।

6.2 Fake Injectivity (ভুয়া ইনেজিক্টিভিট)
f(x2) = f(y2) =⇒ x2 = y2 =⇒ x = y। এিট ভুল! x2 = y2 মােন x = ±y। তুিম ইনেজিক্টিভিট
পৰ্মাণ করার সময় েস্কায়ার বা মডুলাস ফাংশেনর েক্ষেতৰ্ অসতকর্ হেল ভুল িসদ্ধােন্ত েপৗঁছােব। েডােমইন যিদ R
হয়, তেব ± েক বািতল করার েজারদার লিজক েদখােত হেব।

6.3 Assuming Linearity without Continuity
আেগও বেলিছ, কিশ সমীকরণ েপেলই f(x) = cx েলখা যােব না যিদ েডােমইন R হয় এবং কিন্টিনউিট-
/মেনােটািনিসিট না েদওয়া থােক। যিদ পৰ্শ্নপেতৰ্ Continuous কথািট উেল্লখ না থােক, তেব েতামােক সতকর্
হেত হেব েয পয্াথলিজকয্াল সমাধান থাকেত পাের, অথবা েতামােক অনয্ েকােনাভােব (েযমন সমীকরণ েথেক
f(x) ≥ 0 পৰ্মাণ কের) কিশ সমাধানিট িফক্স করেত হেব।

Forgetting Verification (েভিরিফেকশন ভুেল যাওয়া)

ফাংশনাল সমীকরণ পৰ্মােণর েশেষ েতামােক অবশয্ই পৰ্াপ্ত ফাংশনিটেক মূল সমীকরেণ বিসেয় েচক কের
েদখেত হেব েয বামপক্ষ = ডানপক্ষ হয় িকনা। তুিম হয়েতা েবশ িকছু ধােপ ফাংশনিটর চিরতৰ্ িনধর্ারণ
কেরছ, িকন্তু এর ফেল এমন একিট সমাধান আসেত পাের যা আদেত মূল সমীকরণেক িসদ্ধই কের না
(Extraneous Root)। এই েশষ ধাপিট না েদখােল অিলিম্পয়ােড ১-২ মাকর্ কাটা যায়!

7 Worked Examples: সমসয্া সমাধােনর দশর্ন
এই অধয্ােয় আমরা একিট আসল পৰ্বেলম ধােপ ধােপ সমাধান করব। পৰ্ুফ েলখার আেগ আমরা েপছেনর
সাইেকালিজ বা িডসকভাির পৰ্েসস িনেয় কথা বলব। আমরা Evan Chen-এর "First 5 minutes" িফেলাসিফ
ফেলা করব।

Olympiad Example: Kyrgyzstan 2012

f : R → R ফাংশন িনণর্য় কেরা যা সকল বাস্তব x, y এর জনয্ িসদ্ধ কের:

f(f(x)2 + f(y)) = xf(x) + y
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Initial Thoughts (পৰ্থম ৫ িমিনট): সমীকরণিট েদখেত িকছুটা ভীিতকর কারণ েভতের f(x) এর
েস্কায়ার আেছ। আমরা িক রুট েগস করেত পাির? যিদ f(x) = c হয়, তেব c = xc + y, যা অসম্ভব। যিদ
f(x) = x হয়, তেব f(x2 + y) = x2 + y, যা বামপেক্ষর সােথ িমেল যায়! সুতরাং f(x) = x একিট
সমাধান। যিদ f(x) = −x হয়, তেব f(x2 − y) = −x2 + y। আর ডানপক্ষ হেলা −x2 + y। বাহ!
f(x) = −x ও একিট সমাধান! তাহেল আমােদর টােগর্ট হেলা ফাংশনিট েয ±x, তা পৰ্মাণ করা।

What Should We Try? ডানপােশ y বেস আেছ মুক্তভােব! এিট আমােদর ইনেজিক্টিভিট এবং সারেজ-
িক্টিভিটর িবশাল কু্ল িদেচ্ছ। x েক একিট ধৰ্ুবক িহেসেব ভাবেল, ডানপক্ষিট y েত ৈরিখক (Linear)।

Useful Observations (Surjectivity): fix x = 0। তাহেল সমীকরণিট দাঁড়ায়: f(f(0)2+ f(y)) =

y। লক্ষয্ কেরা, ডানপােশ y এমন একিট মান যা েযেকােনা বাস্তব সংখয্া হেত পাের। আর বামপাশিট হেলা
একিট ফাংশেনর আউটপুট। সুতরাং, ফাংশনিট সািবর্ক (Surjective)!

Useful Observations (Injectivity): েযেহতু ফাংশনিট সািবর্ক, এক বা একািধক মান আেছ যার জনয্
ফাংশনিটর আউটপুট 0 হয়। ধির এরকম একিট মান হেলা a, অথর্াৎ f(a) = 0। মূল সমীকরেণ x = a বসাই:
P (a, y) =⇒ f(f(a)2 + f(y)) = af(a) + y েযেহতু f(a) = 0, সমীকরণিট দাঁড়ায়: f(0 + f(y)) =

y =⇒ f(f(y)) = y। এিট একিট অসাধারণ েবৰ্কথৰ্ু! f একিট ইনেভািলউশন (Involution)! এর মােন
হেলা ফাংশনিট িনেজর ইনভাসর্ িনেজই এবং এিট অবশয্ম্ভাবীরূেপ ইনেজিক্টভ (Bijective)।

Execution (The Main Proof): েযেহতু f(f(y)) = y, আমরা মূল সমীকরেণ y এর জায়গায় f(y)

বসােত পাির (Substitution Engineering)। P (x, f(y)) =⇒ f(f(x)2+f(f(y))) = xf(x)+f(y)

=⇒ f(f(x)2 + y) = xf(x) + f(y)। (সমীকরণ-২)
এখন আবার আমরা জািন f(f(y)) = y িদেয় আমরা ইনেজিক্টিভিট পৰ্মাণ কেরিছ। চেলা সমীকরণ-২ এ

y = −f(x)2 বসাই: f(0) = xf(x) + f(−f(x)2)। সমীকরণ-২ এবং মূল সমীকরণেক পাশাপািশ রাখেল
িকছু অিভন্নতা পাওয়া েযেত পাের, তেব আমরা অনয্ একিট েসাজা পেথ হাঁিট।

আমরা ইেতামেধয্ জািন f(a) = 0। এখন f(f(y)) = y সমীকরেণ y = a বসােল আমরা পাই:
f(f(a)) = a =⇒ f(0) = a। এখন মূল সমীকরেণ x = 0, y = a বসাই: P (0, a) =⇒
f(f(0)2 + f(a)) = 0 · f(0) + a =⇒ f(a2 + 0) = a =⇒ f(a2) = a। িকন্তু আমরা জািন
f(0) = a এবং ফাংশনিট ইনেজিক্টভ! সুতরাং f(a2) = f(0) =⇒ a2 = 0 =⇒ a = 0। তারমােন
আমরা পৰ্মাণ কের েফললাম f(0) = 0।

এখন সমীকরণ-২ এ y = 0 বসাই: f(f(x)2 + 0) = xf(x) + f(0) =⇒ f(f(x)2) = xf(x)।
(সমীকরণ-৩)

আবার, আমরা জািন f(f(x)) = x। আমরা যিদ মূল সমীকরেণ x এর জায়গায় f(x) বসাই, তেব
বামপেক্ষর েভতেরর েস্কায়ার টামর্িট হেয় যােব f(f(x))2 = x2। P (f(x), y) =⇒ f(f(f(x))2+f(y)) =

f(x)f(f(x)) + y =⇒ f(x2 + f(y)) = xf(x) + y। (সমীকরণ-৪)
মূল সমীকরণ এবং সমীকরণ-৪ এর ডানপাশ হুবহু এক! (xf(x) + y)। সুতরাং এেদর বামপাশও সমান

হেব: f(f(x)2 + f(y)) = f(x2 + f(y))। েযেহতু f ইনেজিক্টভ, আমরা ফাংশনিট দুইপাশ েথেক বাদ িদেত
পাির: f(x)2 + f(y) = x2 + f(y) =⇒ f(x)2 = x2 =⇒ f(x) = x অথবা f(x) = −x।

Escaping the Pointwise Trap: আমরা েপেয়িছ f(x) = ±x। এিট পৰ্িতিট িনিদর্ষ্ট x-এর জনয্ সতয্।
পৰ্মাণ করেত হেব এিট েগ্লাবািল সতয্ (হয় শুধুই f(x) = x অথবা শুধুই f(x) = −x)। ধির এমন দুিট অশূনয্
(non-zero) বাস্তব সংখয্া a এবং b আেছ, েযখােন f(a) = a এবং f(b) = −b। আমরা মূল সমীকরেণ
P (a, b) বসাই: f(f(a)2+f(b)) = af(a)+b =⇒ f(a2−b) = a2+b। এখন, আমরা জািন েযেকােনা
ইনপুেটর জনয্ ফাংশনিট তার িনেজর সমান অথবা ঋণাত্মক হেব। আমরা f(a2− b) এর মান েচক কির: েকস
১: f(a2 − b) = a2 − b তাহেল a2 − b = a2 + b =⇒ 2b = 0 =⇒ b = 0। িকন্তু আমরা ধেরিছলাম b
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অশূনয্। (Contradiction!)
েকস ২: f(a2−b) = −(a2−b) = −a2+b তাহেল −a2+b = a2+b =⇒ 2a2 = 0 =⇒ a = 0।

িকন্তু আমরা ধেরিছলাম a অশূনয্। (Contradiction!) অতএব, এমন েকােনা িমশৰ্ (mixed) ফাংশন থাকেত
পাের না।

Verification: ১. f(x) = x হেল, বামপক্ষ: f(x2 + y) = x2 + y। ডানপক্ষ: x · x+ y = x2 + y।
(সতয্) ২. f(x) = −x হেল, বামপক্ষ: −((−x)2 − y) = −x2 + y। ডানপক্ষ: x(−x)+ y = −x2 + y।
(সতয্)

Lessons Learned: ডানপােশ একিট িসঙ্গল ভয্ািরেয়বল থাকা মােনই সারেজিক্টিভিট এবং ইনেজিক্টিভিটর
দরজা েখালা। Involution েবর করেত পারেলই অংক অেধর্ক েশষ হেয় যায়। আর সবেশেষ, Pointwise trap
ভাঙেত কৰ্স-ভয্ালু সাবিস্টিটউশন কতটা িনখুঁতভােব কাজ কের তা আমরা েদখলাম।

8 সমসয্া সংগৰ্হ (Exercises)
এই সমসয্াগুেলা ধীের ধীের েতামার গািণিতক িচন্তাভাবনােক পযর্ায়কৰ্েম উন্নত করেব। েচষ্টা করেব পৰ্িতিট সমসয্া
একাই সমাধান করেত। অন্তত ৩০ িমিনট িচন্তা না কের পেরর অংেশ যােব না।

8.1 Level A: েমৗিলক
1. f : Q → Q িনণর্য় কেরা: f(x+ y) = f(x) + f(y) + 2xy

2. f : R → R িনণর্য় কেরা: f(x)f(y) = f(x+ y) + xy

3. পৰ্মাণ কেরা েয, f(x2+f(y)) = y+x2 সমীকরণিট িসদ্ধ কের এমন ফাংশন f : R → R ইনেজিক্টভ
ও সারেজিক্টভ।

8.2 Level B: মধয্বতর্ী
1. f : R → R িনণর্য় কেরা: f(xf(x) + f(y)) = f(x)2 + y

2. (Cauchy's Multiplicative Variant) f : R → R িনণর্য় কেরা (কিন্টিনউয়াস) েযখােন f(xy) =

f(x)f(y)। (Hint: লগািরদম বয্বহার কের এেক িলিনয়ার ফরেম আনার েচষ্টা কেরা)।

8.3 Level C: চয্ােলিঞ্জং (TST/IMO Shortlist Level)
1. (IMO 2012, Problem 4) সকল f : Z → Z িনণর্য় কেরা েযন সকল পূণর্সংখয্ার জনয্:

f(a)2 + f(b)2 + f(c)2 = 2f(a)f(b) + 2f(b)f(c) + 2f(c)f(a)

শতর্: a+ b+ c = 0।

2. (USAMO 2002) এমন সব f : R → R িনণর্য় কেরা যা িনেচর শতর্ মােন:

f(x2 − y2) = xf(x)− yf(y)
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9 Appendix A: Quick Reference Templates

Standard Base Equations

িনেচর সমীকরণ এবং তােদর সাধারণ (non-pathological) সমাধানগুেলা মুখস্ত থাকার মেতা আয়েতব্
রাখেত হেব:

1. f(x+ y) = f(x) + f(y) =⇒ f(x) = cx

2. f(xy) = f(x)f(y) =⇒ f(x) = xc অথবা f(x) ≡ 0

3. f(x+ y) = f(x)f(y) =⇒ f(x) = cx

4. f(xy) = f(x) + f(y) =⇒ f(x) = c logx (েযখােন x > 0)

Cheat Sheet for Substitutions
• সমীকরেণর সব চলক শূনয্ করা: P (0, 0)

• একিট চলকেক শূনয্ কের অনয্ ফাংশেনর রূপ েদখা: P (x, 0)

• চলকেক ঋণাত্মক করা (Even/Odd েচক): P (x,−x)

• সমীকরেণর দুইপাশেক সমান বা বািতল করার জনয্ y েসট করা: y = f(x) বা x = f(y)
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