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1 স্টৰ্াকচারাল কিমব্েনটিরক্স: েপােসট এবং িদলওয়ােথর্র উপপাদয্

পৰ্থেম আমােদর বুঝেত হেব েপােসট বা আংিশক কৰ্ম েসট (Partially Ordered Set বা Poset) কী। একিট
েসট P এবং এর ওপর সংজ্ঞািয়ত একিট সম্পকর্ ⪯ িমেল একিট েপােসট ৈতির কের, যিদ এিট িতনিট শতর্
েমেন চেল: িরেফ্লিক্সভ (a ⪯ a), অয্ািন্টিসেমিটৰ্ক (যিদ a ⪯ b এবং b ⪯ a হয়, তেব a = b), এবং টৰ্ানিজিটভ
(যিদ a ⪯ b এবং b ⪯ c হয়, তেব a ⪯ c)।

এখােন "আংিশক" বা "Partial" শŀিট খুবই গুরুতব্পূণর্। এর মােন হেলা েসেটর েযেকােনা দুিট উপাদান
সবসময় তুলনীয় বা Comparable না-ও হেত পাের। চেলা একিট ছেকর মাধয্েম েটাটাল অডর্ার এবং পািশর্য়াল
অডর্ােরর পাথর্কয্ েদেখ িনই:

েটাটাল অডর্ার (Total Order) পািশর্য়াল অডর্ার (Partial Order)

েযেকােনা দুিট উপাদান a এবং b-এর জনয্ অব-
শয্ই a ⪯ b অথবা b ⪯ a হেব।

দুিট উপাদােনর মেধয্ েকােনা সম্পকর্ না-ও থাকেত
পাের (Incomparable)।

উদাহরণ: বাস্তব সংখয্া েসট R-এ ≤ সম্পকর্। উদাহরণ: সব্াভািবক সংখয্ার েসেট িবভাজয্তা
(a|b) সম্পকর্।

সবাই একিট সরলেরখায় অবস্থান কের। জােলর মেতা শাখা-পৰ্শাখা ৈতির কের।

এই ধারণািট পিরষ্কার করেত আমরা হয্ােস ডায়াগৰ্াম (Hasse Diagram) বয্বহার কির। িনেচ ১২ এর
গুণনীয়কগুেলার িবভাজয্তা েপােসেটর একিট হয্ােস ডায়াগৰ্াম েদওয়া হেলা। যিদ a|b হয়, তেব b েক a এর
উপের আঁকা হয় এবং তােদর মেধয্ একিট েরখা টানা হয় (যিদ মােঝ অনয্ েকােনা গুণনীয়ক না থােক)।

12

64

32

1

উপেরর ডায়াগৰ্ােম লক্ষয্ কেরা, 4 এবং 6 এর মেধয্ েকােনা সরাসির েরখা েনই, কারণ ৪ িদেয় ৬ িবভাজয্
নয়, আবার ৬ িদেয় ৪ িবভাজয্ নয়। এরা হেলা "Incomparable"।

1.1 েচইন এবং অয্ািন্টেচইন

েপােসেটর দুিট সবেচেয় গুরুতব্পূণর্ উপাদান হেলা েচইন এবং অয্ািন্টেচইন।
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• েচইন (Chain): েপােসেটর এমন একিট সাবেসট েযখােন েযেকােনা দুিট উপাদান পরস্পেরর সােথ
তুলনীয়। েযমন: উপেরর িচেতৰ্ {1, 2, 4, 12} একিট েচইন।

• অয্ািন্টেচইন (Antichain): এমন একিট সাবেসট েযখােন েকােনা দুিট উপাদানই পরস্পেরর সােথ তুলনীয়
নয়। েযমন: {3, 4} বা {4, 6} একিট অয্ািন্টেচইন।

িদলওয়াথর্ এবং িমরিস্কর উপপাদয্ (The Dual Theorems)

িদলওয়ােথর্র উপপাদয্ (Dilworth's Theorem): একিট সসীম েপােসেট, সবর্িনম্ন েয কয়িট েচইন িদেয়
পুেরা েপােসটেক কভার বা েঢেক েদওয়া যায়, তার সংখয্া েপােসেটর বৃহত্তম অয্ািন্টেচইেনর আকােরর
সমান।
িমরিস্কর উপপাদয্ (Mirsky's Theorem): একিট সসীম েপােসেট, সবর্িনম্ন েয কয়িট অয্ািন্টেচইন িদেয়
পুেরা েপােসটেক কভার করা যায়, তার সংখয্া েপােসেটর বৃহত্তম েচইেনর আকােরর সমান।

এই দুিট উপপাদয্ এেক অপেরর ডুয়াল (Dual)। িমরিস্কর উপপাদয্ পৰ্মাণ করা তুলনামূলক সহজ, িকন্তু
িদলওয়ােথর্র উপপােদয্র পৰ্মাণ অতয্ন্ত গভীর। তুিম যখন েকােনা পৰ্বেলেম েদখেব েয "সেবর্াচ্চ কতগুেলা উপাদান
েনওয়া যােব েযন েকউ কাউেক েটক্কা না েদয়" (েযমন, েকউ কাউেক ভাগ কের না), তখন েতামার পৰ্থম িচন্তা
হওয়া উিচত িদলওয়ােথর্র উপপাদয্।

1.1.1 িদলওয়ােথর্র উপপােদয্র পৰ্মােণর রূপেরখা (Inductive Approach)

ধির বৃহত্তম অয্ািন্টেচইেনর আকার w। আমােদর পৰ্মাণ করেত হেব েপােসটিট w সংখয্ক েচইন িদেয় কভার
করা যায়। আমরা েপােসেটর উপাদান সংখয্া n-এর ওপর গািণিতক আেরাহ (Induction) বয্বহার করব।

১. যিদ েপােসটিট একিটমাতৰ্ েচইন হয়, তেব w = 1 এবং েচইন কভার সংখয্াও ১। সুতরাং এিট সতয্।

২. ধির, n এর েচেয় েছাট সব েপােসেটর জনয্ উপপাদয্িট সতয্। এখন একিট েপােসট P িবেবচনা কেরা
যার n িট উপাদান আেছ। P েথেক একিট ময্ািক্সমাল েচইন C েবেছ নাও। যিদ P \C-েত বৃহত্তম অয্ািন্টেচইেনর
আকার w − 1 হয়, তেব আেরাহ িবিধ অনুযায়ী P \ C েক w − 1 িট েচইন িদেয় েঢেক েদওয়া যােব। এর
সােথ C েক যুক্ত করেল আমরা w িট েচইন পাব।

৩. িকন্তু যিদ P \ C-েতও বৃহত্তম অয্ািন্টেচইেনর আকার w েথেক যায়, তেব আমােদর েপােসটিটেক
আড়াআিড়ভােব দুিট অংেশ ভাগ করেত হেব। আমরা একিট বৃহত্তম অয্ািন্টেচইন A িনই। এিট েপােসটেক উপেরর
অংশ P+ এবং িনেচর অংশ P−-এ ভাগ করেব। আেরাহ িবিধ পৰ্েয়াগ কের এই দুই অংশেক আলাদাভােব
কভার কের আমরা চূড়ান্ত েচইনগুেলা েজাড়া লাগাই।
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অয্ািন্টেচইন A (সেবর্াচ্চ পৰ্স্থ)

P+ (উপেরর অংশ)

P− (িনেচর অংশ)
েচইন

সাধারণ ভুল: অয্ািন্টেচইন ও েচইন িনবর্াচেন িবভৰ্ািন্ত

মেন হয় েয েযেকােনা অয্ািন্টেচইেনর উপাদানগুেলা েপােসেটর সব েচইেনর সােথ অন্তত একবার েছদ
করেবই। এিট ভুল! েকবল "সেবর্াচ্চ আকােরর" (Maximal) অয্ািন্টেচইনগুেলাই গয্ারািন্ট েদয় েয তােদর
কভার করার জনয্ িঠক ততগুেলা েচইন লাগেব। তুিম যখন পৰ্মাণ িলখেব, তখন "একিট অয্ািন্টেচইন"
এবং "সেবর্াচ্চ আকােরর অয্ািন্টেচইন"-এর মেধয্ সুস্পষ্ট পাথর্কয্ বজায় রাখেব।

2 স্পানর্ােরর েলমা ও েসেটর িবনয্াস

এবার আমরা েপােসেটর একিট িবেশষ রূপ িনেয় কাজ করব, েসিট হেলা সাবেসট েপােসট (Subset Poset)।
ধির S = {1, 2, . . . , n} একিট েসট। এর পাওয়ার েসট P (S)-েক আমরা উপেসট হওয়ার সম্পেকর্র (⊆)
অধীেন একিট েপােসট িহেসেব ভাবেত পাির।

স্পানর্ােরর উপপাদয্ (Sperner's Theorem)

যিদ F েসট S-এর এমন একিট উপেসেটর কােলকশন হয় েযখােন েকােনা উপেসট অনয্ েকােনা
উপেসেটর সাবেসট নয় (অথর্াৎ, F একিট অয্ািন্টেচইন), তেব F-এর সেবর্াচ্চ আকার হেত পাের:

|F| ≤
(

n

⌊n/2⌋

)

এই উপপাদয্িট অনয্তম সুন্দর একিট ফল। তুিম যখন িচন্তা কেরা েয n উপাদােনর েসট েথেক কতগুেলা
উপেসট েনওয়া যায় যারা েকউ কারও েপেট ঢুেক যায় না, তখন সবেচেয় বুিদ্ধমােনর কাজ হেলা মাঝামািঝ
আকােরর উপেসটগুেলা েনওয়া, অথর্াৎ n/2 আকােরর উপেসটগুেলা।
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পৰ্মাণ েকৗশল: LYM অসমতা ও পৰ্িতসম েচইন
স্পানর্ােরর উপপাদয্ পৰ্মােণর সবেচেয় দারুণ উপায় হেলা LYM (Lubell-Yamamoto-Meshalkin)
অসমতা বয্বহার করা। তুিম যিদ P (S)-এর সবগুেলা ময্ািক্সমাল েচইন (েয েচইনগুেলা ফাঁকা েসট ∅
েথেক শুরু কের পুেরা েসট S পযর্ন্ত যায়) িবেবচনা কেরা, তেব তােদর সংখয্া n!। েকােনা অয্ািন্টেচইেনর
উপাদান A ∈ F িঠক |A|!(n− |A|)! সংখয্ক ময্ািক্সমাল েচইেন থাকেত পাের। েযেহতু একিট েচইন
অয্ািন্টেচইেনর েকবল একিট উপাদানেকই ধারণ করেত পাের, তাই আমরা পাই:∑

A∈F

|A|!(n− |A|)!
n!

≤ 1 =⇒
∑
A∈F

1(
n
|A|

) ≤ 1

েযেহতু
(

n
|A|

)
≤

(
n

⌊n/2⌋

)
, তাই সহেজই স্পানর্ােরর উপপাদয্িট পৰ্মািণত হয়।

আেরকিট শিক্তশালী পদ্ধিত হেলা পৰ্িতসম েচইন িডকেম্পািজশন (Symmetric Chain Decomposition)।
এর মােন হেলা পুেরা সাবেসট েপােসটেক এমন িকছু েচইেন ভাগ করা, েযগুেলার শুরু এবং েশষ েলেভল
পৰ্িতসম। তুিম যিদ এিট করেত পােরা, তেব পৰ্িতিট েচইন েথেক বড়েজার একিট উপাদান িনেত পারেব, যা
সরাসির স্পানর্ােরর ফলাফল েদয়।

3 অয্ালেজবৰ্াইক েমথড

আমরা এখন গাঠিনক কাঠােমা েথেক বীজগিণেতর জগেত পৰ্েবশ করব। কিমব্েনটিরেক্স পিলেনািময়াল েমথড
হেলা অেনকটা Cheat Code এর মেতা। যখন তুিম েদখেব েকােনা সমসয্ায় অেনকগুেলা শতর্ েদওয়া আেছ বা
মডুলার অয্ািরথেমিটেকর (েযমন prime p মডুেলা) বয্বহার আেছ, তখন বুঝেব েসখােন বহুপদী বা পিলেনািময়াল
আেছ।

আমরা সবাই জািন, একিট একচলকীয় বহুপদী P (x)-এর মাতৰ্া (degree) যিদ d হয়, তেব তার সেবর্াচ্চ
d খানা মূল (root) থাকেত পাের। িকন্তু যিদ চলক একািধক হয়? P (x1, x2, . . . , xn) = 0 সমীকরেণর েতা
অসীম সংখয্ক সমাধান থাকেত পাের! এখােনই েনাগা অয্ালন (Noga Alon) তাঁর যুগান্তকারী কিমব্নয্ােটািরয়াল
নালেস্টেলনসাটজ (Combinatorial Nullstellensatz) িনেয় আিবভূর্ত হন।

অয্ালেনর কিমব্নয্ােটািরয়াল নালেস্টেলনসাটজ
ধির F একিট িফল্ড (Field) এবং P (x1, . . . , xn) এই িফেল্ডর ওপর n-চলেকর একিট বহুপদী।
ধির, এই বহুপদীেত xt1

1 x
t2
2 . . . xtn

n পদিটর সহগ শূনয্ নয় (non-zero), এবং বহুপদীিটর েমাট মাতৰ্া
d =

∑n
i=1 ti।

এখন, যিদ তুিম পৰ্িতিট চলক xi-এর জনয্ Si ⊆ F এমনভােব নাও েযন |Si| > ti হয়, তেব
S1 × S2 × · · · × Sn িগৰ্েডর মােঝ এমন একিট িবনু্দ (c1, c2, . . . , cn) অবশয্ই থাকেব যার জনয্:

P (c1, c2, . . . , cn) ̸= 0
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কীভােব একিট পৰ্বেলেম নালেস্টেলনসাটজ পৰ্েয়াগ করেব?
যখন তুিম ব্লয্াংক েপেজর িদেক তািকেয় থাকেব, েতামার কাজ হেব িতনিট ধােপ িচন্তা করা: ধাপ ১:
সমসয্ার শতর্গুেলােক সমীকরণ বা বহুপদীর মূেল রূপান্তর কেরা। অথর্াৎ, এমন একিট P ৈতির কেরা
েযন শতর্ পূরণ না হেল P = 0 হয়। ধাপ ২: েতামার টােগর্ট িগৰ্ড Si িনধর্ারণ কেরা। সাধারণত এিট
সমসয্ার েদওয়া ইনপুট েসটগুেলা হয়। ধাপ ৩: বহুপদীিটর সেবর্াচ্চ মাতৰ্ার একিট পদ xt1

1 . . . xtn
n খঁুেজ

েবর কেরা যার সহগ অশূনয্, এবং েখয়াল রােখা েযন ti < |Si| হয়। যিদ তুিম পৰ্মাণ করেত পােরা
সহগিট শূনয্ নয়, েগম ওভার! উপপাদয্ বেল েদেব একিট সমাধান আেছ েযখােন P ̸= 0, যা েতামার
কািঙ্ক্ষত ফলাফল।

4 নালেস্টেলনসাটজ এর ধব্ংসাত্মক পৰ্েয়াগসমূহ

চেলা েদিখ কীভােব এই একিট উপপাদয্ িদেয় আমরা বাঘা বাঘা িথওেরম তুেলাধুেনা করেত পাির।

4.1 ১. েকািশ-েডেভনেপাটর্ উপপাদয্ (Cauchy-Davenport Theorem)

উপপাদয্: যিদ p একিট েমৗিলক সংখয্া হয় এবং A,B পূণর্সংখয্ার েসট হয় (মডুেলা p), তেব |A + B| ≥
min(p, |A|+ |B| − 1)।

পৰ্মাণ: ধির |A| + |B| − 1 ≤ p (অনয্থায় A + B পুেরা েসট কভার কের)। যিদ উপপাদয্িট িমথয্া হয়,
তেব একিট েসট C থাকেব েযন A+B ⊆ C এবং |C| = |A|+ |B| − 2 হয়। এখন একিট বহুপদী ৈতির
কির:

P (x, y) =
∏
c∈C

(x+ y − c)

এখােন P (x, y) এর মাতৰ্া হেলা |C| = |A| + |B| − 2। আমরা সেবর্াচ্চ মাতৰ্ার পদিট খুঁজিছ, যা হেলা
(x + y)|A|+|B|−2। বাইেনািময়াল িথওেরম অনুযায়ী, x|A|−1y|B|−1 এর সহগ হেলা

(|A|+|B|−2
|A|−1

)
, যা মডুেলা

p-েত শূনয্ নয় (কারণ |A| + |B| − 2 < p)। এখন, S1 = A এবং S2 = B িনই। আমােদর কােছ
|S1| > |A| − 1 এবং |S2| > |B| − 1 আেছ। নালেস্টেলনসাটজ অনুযায়ী, এমন একিট (a, b) ∈ A × B

থাকেব যার জনয্ P (a, b) ̸= 0। িকন্তু এিট অসম্ভব, কারণ A+B ⊆ C হওয়ায় সব a ∈ A, b ∈ B এর জনয্
a+ b ∈ C , ফেল P (a, b) = 0 হওয়ার কথা! এই সব্িবেরািধতাই পৰ্মাণ কের েয আমােদর অনুমান ভুল িছল।

4.2 ২. এরডশ-িগনজবাগর্-িজভ (EGZ) উপপাদয্

উপপাদয্: েযেকােনা 2n− 1 িট পূণর্সংখয্ার েসট েথেক িঠক n িট সংখয্া েবেছ েনওয়া যায় যােদর েযাগফল n

দব্ারা িবভাজয্।

পিলেমািনয়াল দৃিষ্টভিঙ্গ (েমৗিলক p-এর জনয্): ধির n = p একিট েমৗিলক সংখয্া। আমােদর কােছ 2p− 1

িট উপাদান a1, . . . , a2p−1 আেছ। নালেস্টেলনসাটজ বা েশভয্ােল-ওয়ািনর্ং (Chevalley-Warning) উপপাদয্
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বয্বহার কের আমরা দুিট বহুপদী সমীকরণ গঠন করেত পাির:

2p−1∑
i=1

xp−1
i ≡ 0 (mod p) এবং

2p−1∑
i=1

aix
p−1
i ≡ 0 (mod p)

েযখােন xi ∈ {0, 1}। একিট টৰ্াইিভয়াল সমাধান হেলা সব xi = 0। েযেহতু চলেকর সংখয্া 2p − 1 এবং
বহুপদীগুেলার েমাট মাতৰ্া (p− 1) + (p− 1) = 2p− 2 < 2p− 1, তাই অয্ালেজবৰ্াইক েমথড গয্ারািন্ট েদয়
েয আেরকিট নন-টৰ্াইিভয়াল সমাধান আেছ। েযেহতু xp−1

i মান েদয় ১ (যিদ xi ̸= 0) অথবা ০, পৰ্থম সমীকরণ
িনিশ্চত কের িঠক p িট xi এর মান ১। িদব্তীয় সমীকরণ িনিশ্চত কের েয েসই p িট উপাদােনর েযাগফল p

দব্ারা িবভাজয্! অসাধারণ, তাই না?

4.3 ৩. হাইপারেপ্লন কভািরং (Hyperplane Covering of a Cube)

সমসয্া: n-মািতৰ্ক িকউব {0, 1}n-এর সব শীষর্িবনু্দ (Vertex) কভার করেত সবর্িনম্ন কয়িট হাইপারেপ্লন লাগেব
েযন মূলিবনু্দ (0, 0, . . . , 0) কভার না হয়?

পৰ্মাণ: উত্তর হেলা n িট। ধির m িট হাইপারেপ্লন িদেয় এিট করা সম্ভব এবং m < n। পৰ্িতিট হাইপারেপ্লেনর
সমীকরণ হেলা Hj(x) =

∑n
i=1 ajixi − bj = 0। আমােদর বহুপদী হেব:

P (x1, . . . , xn) =
m∏
j=1

Hj(x1, . . . , xn)− c
n∏

i=1

(xi − 1)

েযখােন ধৰ্ুবক c এমনভােব েনওয়া হেয়েছ েযন P (0, 0, . . . , 0) = 0 হয় (কারণ হাইপারেপ্লনগুেলা মূলিবনু্দ
িদেয় যায় না)। এখন, P -এর শূনয্গুেলা লক্ষয্ কেরা। {0, 1}n-এর সব িবনু্দেতই P = 0। িকন্তু ডানিদেকর
অংেশ

∏
xi পেদর সহগ হেলা (−1)nc ̸= 0, যার মাতৰ্া n। অথচ হাইপারেপ্লেনর গুণফেলর মাতৰ্া m < n।

নালেস্টেলনসাটজ অনুযায়ী, Si = {0, 1} িনেল এমন একিট িবনু্দ পাওয়া উিচত েযখােন P ̸= 0, যা একিট
সব্িবেরািধতা। সুতরাং m ≥ n হেতই হেব!

5 অনুশীলনী

েযেকােনা ভােলা গিণত চচর্ার আসল রূপ হেলা িনেজ সমাধান করা। িনেচ পাঁচিট চয্ােলিঞ্জং পৰ্বেলম েদওয়া হেলা।
এগুেলা িনেজ টৰ্াই কেরা।

1. (IMO Shortlist) পৰ্মাণ কেরা েয, S = {1, 2, . . . , 2n} েসেটর েযেকােনা n+1 উপাদােনর সাবেসেট
এমন দুিট উপাদান থাকেব েযখােন একিট অপরিটেক ভাগ কের।

2. ধির F হেলা {1, 2, . . . , n} এর এমন উপেসটগুেলার সংগৰ্হ েযখােন েকােনা দুিট উপেসেটর সংেযাগ
(Union) পুেরা েসট S ৈতির কের না এবং েকােনা উপেসট অনয্িটর সাবেসট নয়। F এর সেবর্াচ্চ
আকার কত?
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3. (Alon-F�redi) একিট n× n িগৰ্েড এমনভােব িকছু িবনু্দ িনবর্াচন কেরা েযন েকােনা সরলেরখায় ৩িট
িবনু্দ না থােক। পৰ্মাণ কেরা পিলেনািময়াল েমথড িদেয় এর আপার বাউন্ড কত হেব।

4. একিট সসীম েপােসট P -এর জনয্ পৰ্মাণ কেরা েয, যিদ পৰ্িতিট েচইেনর আকার সেবর্াচ্চ k হয়, তেব
েপােসটিটেক k সংখয্ক অয্ািন্টেচইন িদেয় ভাগ করা সম্ভব। (এিট েকান উপপাদয্?)

5. একিট পৰ্াইম p-এর জনয্ পৰ্মাণ কেরা েয, েকােনা গৰ্াফ G-েত যিদ p এর গুিণতক সংখয্ক এজ
(edge) থােক, তেব আমরা এমন একিট সাবগৰ্াফ পাব যার পৰ্িত শীেষর্র িডিগৰ্ p দব্ারা িবভাজয্। (ইিঙ্গত:
Nullstellensatz বয্বহার কেরা)।

িহন্টস (Hints)

• সমসয্া ১: িপিজয়নেহাল িপৰ্িন্সপাল অথবা িদলওয়াথর্ ভােবা। পৰ্িতিট সংখয্ােক 2k · m আকাের
েলেখা েযখােন m িবেজাড়। িবেজাড় অংশ m-এর জনয্ কতগুেলা িপিজয়নেহাল আেছ?

• সমসয্া ২: স্পানর্ােরর উপপাদয্িট মিডফাই কেরা। উপেসটগুেলার কমিপ্লেমন্ট (Complement)
িনেয় িচন্তা করেল কী হয়?

• সমসয্া ৩: পৰ্িতিট িবনু্দর স্থানাঙ্ক (x, y) ধের এমন একিট িদব্ঘাত বহুপদী ৈতির কেরা যা েরখার
শতর্েক বাধা েদয়।

• সমসয্া ৪: এিট সরাসির িমরিস্কর উপপাদয্ (Mirsky's Theorem)। উপাদােনর "গভীরতা" বা
েলেভল িনধর্ারণ কের অয্ািন্টেচইনগুেলা গঠন কেরা।

• সমসয্া ৫: পৰ্িতিট এজ e এর জনয্ একিট চলক xe ∈ {0, 1} নাও। িডিগৰ্ এবং এেজর সংখয্ার
ওপর বহুপদী ৈতির কের মাতৰ্া িহেসব কেরা।
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